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1 Einleitung
Die Magnetresonanzbildgebung hat in den letzten Jahren in der kardiologischen Diagnostik
zunehmend an Bedeutung gewonnen. Durch dieses nichtinvasive Verfahren ko¨nnen patholo-
gische Vera¨nderungen diagnostiziert und auf Grundlage dieser Diagnose der entsprechenden
Therapie zugefu¨hrt werden. Entscheidender Vorteil der kardialen Bildgebung ist der, dass nicht
nur morphologische Vera¨nderungen, sondern auch funktionelle Parameter des zu Grunde lie-
genden Pathomechanismus ermittelt werden ko¨nnen. Die quantitative Analyse der funktionel-
len Parameter des kardiovaskula¨ren Systems ist entscheidend zum Versta¨ndnis der Pathoge-
nese kardialer Erkrankungen. Insbesondere die Mikrozirkulation, von welcher der Stoffaus-
tausch zwischen Blut und Herzmuskelgewebe abha¨ngt, ist bei vielen Krankheitsbildern beein-
tra¨chtigt. Bei der Herzmuskelhypertrophie, wie sie zum Beispiel bei der chronischen Hyperto-
nie vorkommt, verringert sich die Kapillardichte, was eine Verschlechterung der Gewebever-
sorgung nach sich zieht. Ein weiteres Beispiel fu¨r die diagnostische Bedeutung der Mikrozir-
kulation ist die Angina pectoris, die im Rahmen einer koronaren Herzkrankheit auftreten kann.
Durch atherosklerotische Vera¨nderungen an den Herzkranzgefa¨ßen werden die nachgeschal-
teten Kapillaren nicht ausreichend durchblutet. Kompensatorisch werden vermehrt Kapillaren
rekrutiert, die eine Durchblutung unter Ruhebedingungen sicherstellen. Bei ko¨rperlicher Be-
lastung stehen dann keine weiteren Kapillaren zur Verfu¨gung, d.h. die Perfusionsreserve des
Myokards ist aufgebraucht, und die pektangino¨se Symptomatik tritt auf. Mit der Kenntnis der
Kapillardichte bzw. der Perfusionsreserve kann der Grad der Stenose der vorgeschalteten Ko-
ronarien abgescha¨tzt werden.
Die quantitative Bestimmung der funktionellen Parameter der Mikrozirkulation ist also so-
wohl von Seiten der kardiologischen Grundlagenforschung als auch von der klinischen Seite
her von großer Bedeutung. Die kardiale Magnetresonanztomographie bietet als diagnostisches
Verfahren in vielerlei Hinsicht Vorteile gegenu¨ber anderen Verfahren [1]. Zum einen ko¨nnen
insbesondere bei hohen Feldsta¨rken die Morphologie des Herzens oder sogar die Mikrostruk-
tur in hoher Auflo¨sung untersucht werden [2]. Zum anderen ko¨nnen durch geeignete Wahl
der angewandten Bildgebungssequenzen funktionelle Parameter ermittelt werden. Allerdings
erfordert die Interpretation der gewonnenen Messwerte, dass der Zusammenhang zwischen
den Mikrozirkulationsparametern und dem gemessenen MR-Signal bekannt ist. Ziel dieser
Arbeit ist es, ein Gewebemodell fu¨r das Myokard zu entwickeln und einen quantitativen Zu-
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Abbildung 1: Faserarchitektur des Myokards. Die blutgefu¨llten Kapillaren (blau) sind gegenu¨ber dem a¨ußeren
Magnetfeld in z-Richtung um den Winkel θ geneigt (modifiziert nach [3]).
sammenhang zwischen den Mikrozirkulationsparametern und dem MR-Signal herzustellen.
Dieser Zusammenhang kann dann genutzt werden, um aus den gemessenen MR-Signalen auf
die Mikrozirkulationsparameter zu schließen.
Zur Gewinnung eines Einblicks in die Untersuchungstechnik der Magnetresonanztomo-
graphie ist es sinnvoll, die grundlegenden Mechanismen zu rekapitulieren. Wa¨hrend der ma-
gnetresonanztomographischen Untersuchung des Herzens befindet sich das Myokard in einem
starken a¨ußeren Magnetfeld mit der Flussdichte B0. Durch Anlegen von Magnetfeldgradienten
und Einstrahlen von Hochfrequenzpulsen ko¨nnen aus den MR-Signalen Bilder des Myokards
gewonnen werden. Zur Entstehung des MR-Signals tragen die Protonen der Wassermoleku¨le
bei, die sich in den Herzmuskelzellen und im Interstitium des Myokards befinden. Wie in der
Abb. 1 dargestellt ist, besteht das Myokard aus Muskelzellen, die von Kapillaren versorgt wer-
den. Auf Grund der magnetischen Eigenschaften des Blutes erzeugen diese blutgefu¨llten Ka-
pillaren ein lokales inhomogenes Magnetfeld. Die Spins der Protonen diffundieren im lokalen
inhomogenen Magnetfeld der Kapillaren und fu¨hren so zur Spindephasierung und damit zum
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Abbildung 2: Funktionelle Kapillardichte bei gesundem (a und b) und atherosklerotisch verengtem (c und d)
Kranzgefa¨ß unter Ruhebedingungen (a und c) und bei pharmakologischem Stress (b und d) durch den Vasodila-
tator Dipyridamol (DIP). Das von den offenen Kapillaren erzeugte lokale Magnetfeld ist durch die gru¨ne Welle
veranschaulicht (modifiziert nach [5]).
Signalabfall. Das MR-Signal imMyokard entsteht also vollkommen analog zum BOLD-Effekt
[4], der in der funktionellen Bildgebung zur Charakterisierung metabolischer Prozesse im Ge-
hirn genutzt wird. Im Myokard wird das lokale Magnetfeld hauptsa¨chlich vom Kapillarradius
und von der Kapillardichte bestimmt. Eine Vera¨nderung dieser funktionellen Parameter beein-
flusst das MR-Signal in charakteristischer Weise und kann diagnostisch genutzt werden. Dies
soll am Beispiel eines Herzkranzgefa¨ßes verdeutlicht werden. Im gesunden Zustand sind unter
Ruhebedingungen nicht alle Kapillaren, die dem Herzkranzgefa¨ß nachgeschaltet sind, geo¨ffnet
(Abb. 2a). Allerdings tragen auf Grund der magnetischen Eigenschaften des Blutes nur die-
se geo¨ffneten Kapillaren zum lokalen Magnetfeld und damit zum Signalabfall bei. Durch die
Gabe eines Vasodilatators (Dipyridamol) wird pharmakologischer Stress induziert, durch den
sich sa¨mtliche Kapillaren o¨ffnen (Abb. 2b). Infolge des vergro¨ßerten Blutvolumens versta¨rkt
sich das lokale Magnetfeld und das gemessene Signal fa¨llt schneller ab. Liegt eine Engstelle
im betreffenden Herzkranzgefa¨ß vor, so sind bereits unter Ruhebedingungen sa¨mtliche Kapil-
laren geo¨ffnet (Abb. 2c), um eine ausreichende Perfusion des Myokards zu sichern. Die Gabe
eines Vasodilatators kann nun keine Rekrutierung weiterer Kapillaren bewirken (Abb. 2d) und
demzufolge a¨ndern sich das lokale Magnetfeld und damit auch das gemessene MR-Signal
nicht.
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Zum Versta¨ndnis dieser Effekte und deren Auswirkung auf das MR-Signal ist es erfor-
derlich, einen Zusammenhang zwischen den Mikrozirkulationsparametern und den Depha-
sierungsmechanismen herzustellen. Dabei mu¨ssen zwei entscheidende Effekte beru¨cksichtigt
werden: die Diffusion der Spins um die Kapillare und die Suszeptibilita¨tseffekte des Blutes in-
nerhalb der Kapillare. Hierin liegt auch die Besonderheit des Myokards – na¨mlich dass keiner
der beiden Effekte vernachla¨ssigt werden kann. In einer der ersten Arbeiten zur Beschrei-
bung der Dephasierung im Myokard konnten Bauer et al. einen Zusammenhang zwischen den
Gewebeparametern und der transversalen Relaxationszeit T ∗
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finden. Diese transversale Rela-
xationszeit ist eine Na¨herung fu¨r einen rein monoexponentiellen MR-Signalzerfall und eignet
sich zur Interpretation von Gradientenechobildern.
Die von Bauer et al. genutzte Strong-Collision-Na¨herung [6] beru¨cksichtigt sowohl Diffu-
sionseffekte als auch Suszeptibilita¨tseffekte; durch die verwendete Mean-Relaxation-Time-
Na¨herung wurde der Signal-Zeit-Verlauf durch eine monoexponentielle Funktion ersetzt, was
schließlich zur Relaxationszeit T ∗2 fu¨hrte. In einer weitergehenden Analyse konnten Ziener et
al. den Formalismus der diffusionsabha¨ngigen Frequenzverteilungen entwickeln [7], und so
die Mean-Relaxation-Time-Na¨herung umgehen. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass
es mo¨glich ist, ohne den Umweg der diffusionsabha¨ngigen Frequenzverteilungen das Depha-
sierungsverhalten auf Grundlage der Strong-Collision-Na¨herung zu beschreiben. DesWeiteren
wird gezeigt, dass zur Beschreibung der Spindephasierung auch auf diese Na¨herung verzichtet
werden kann.
Als Gewebemodell fu¨r das Myokard wird das in Abschnitt 2.1 beschriebene Kroghsche
Kapillarmodell genutzt. Allgemeine Gesichtspunkte zur Spindephasierung im Kroghschen Ka-
pillarmodell werden in Abschnitt 2.2 ero¨rtert. Die Anwendung der Strong-Collision-Na¨herung
zur Beschreibung der Spindephasierung erfolgt in Abschnitt 2.3. Dass es auch mo¨glich ist,
die zu Grunde liegende Differenzialgleichung, welche den Magnetisierungs-Zeit-Verlauf be-
schreibt, analytisch zu lo¨sen, wird in Abschnitt 2.4 gezeigt, und zwar indem ein Separations-
ansatz angewandt wird. Die Experimente zur Besta¨tigung der analytischen Ergebnisse werden
in Abschnitt 2.5 beschrieben. Die Ergebnisse der Anwendung der Strong-Collision-Na¨herung
sind in Abschnitt 3.1 dargestellt, wa¨hrend in Abschnitt 3.2 die analytische Lo¨sung – basierend
auf einem Separationsansatz – erla¨utert wird. Im Abschnitt 3.3 werden dann die theoretischen
Resultate mit den experimentellen Ergebnissen verglichen. Die Erkenntnisse werden in Kapitel
4 diskutiert und in Kapitel 5 zusammengefasst.
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2 Material und Methoden
2.1 Kroghsches Kapillarmodell
Ein Gewebemodell zur Beschreibung von Muskelgewebe wurde von Krogh bereits 1919 an-
gewandt, um Sauerstoffpartialdru¨cke im Muskelgewebe zu beschreiben [8, 9, 10]. Vorausset-
zung fu¨r die Anwendbarkeit dieses Modells ist eine regelma¨ßige und parallele Anordnung von
Kapillaren mit dem Radius RC in einem Gewebeareal. Innerhalb eines Bildgebungsvoxels ist
diese Voraussetzung erfu¨llt. Der Grundgedanke des Kroghschen Kapillarmodells besteht dar-
in, dass eine einzelne Kapillare von einem konzentrischen Gewebszylinder umgeben ist, der
durch diese Kapillare versorgt wird (siehe Abb. 72 in [10]). Anstatt nun alle Kapillaren zu
beru¨cksichtigen, beschra¨nkt man sich – wie in Abb. 3 dargestellt – auf eine Kapillare, wobei
der Radius R des umgebenden Gewebszylinders so gewa¨hlt wird, dass das regionale Blutvolu-
menverha¨ltnis (RBV= η) konstant bleibt:
η =
R2C
R2
. (1)
Im menschlichen Myokard haben die Kapillaren einen Radius von RC = 2,75 µm und das
regionale Blutvolumenverha¨ltnis betra¨gt etwa η = 0,084 [6]. Daraus ergibt sich ein zylin-
derfo¨rmiges Versorgungsgebiet mit einem Radius von R = 9,5 µm. In Abb. 4 ist der aus der
Physiologie bekannte Krogh-Zylinder zur Beschreibung des Atemgaswechsels zwischen dem
Blut und dem Gewebe dargestellt. Der Sauerstoffpartialdruck sinkt sowohl senkrecht zur Ka-
pillare mit zunehmender Entfernung von dieser als auch entlang der Kapillare in Richtung
des veno¨sen Endes. Kapillarferne Zellen am veno¨sen Ende des Krogh-Zylinders werden am
schlechtesten mit Sauerstoff versorgt und sind am ersten von Hypoxie bedroht (rotes Recht-
eck in Abb. 4). Zur Beschreibung des MR-Signalverhaltens interessiert in dieser Arbeit al-
lerdings nicht der Sauerstoffpartialdruck im Versorgungszylinder, sondern die Dephasierung
der Spins, die um die Kapillare diffundieren. Deshalb wird dieser Versorgungszylinder bei der
Untersuchung des MR-Signals auch als Dephasierungszylinder bezeichnet. Die Diffusion der
signalgebenden Protonen findet im Raum zwischen der Kapillare und dem umgebenden Zy-
linder im Gewebe mit dem Diffusionskoeffizienten D = 1 µm2ms−1 statt [6] (siehe Abb. 4).
Der Diffusionsprozess wird durch die charakteristische Korrelationszeit
τ =
R2C
4D
ln(η)
η − 1 (2)
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Abbildung 3: Kroghsches Kapillarmodell. Die regelma¨ßige Anordnung der Kapillaren wird durch eine einzige
Kapillare mit umgebenden Gewebszylinder ersetzt.
beschrieben. Diese Korrelationszeit erlaubt es, zwischen verschiedenen Diffusionsregimen zu
unterscheiden. Abha¨ngig vom Diffusionskoeffizienten des umgebenden Mediums lassen sich
die beiden Grenzfa¨lle Motional-Narrowing-Regime (u¨berwiegende Diffusion) [11] und Static-
Dephasing-Regime (vernachla¨ssigbare Diffusion) [12] unterscheiden. Mit den typischen Para-
metern fu¨r das Myokard ergibt sich die Korrelationszeit von τ = 5,1ms. Diese Korrelations-
zeit wird im Weiteren wichtig sein, da sie mit einem weiteren Parameter des Myokards (der
charakteristischen Frequenz auf der Oberfla¨che der Kapillare) das zu Grunde liegende De-
phasierungsregime festlegt. Ein weiteres Charakteristikum des Modells besteht darin, dass die
diffundierenden Wassermoleku¨le an der Oberfla¨che der Kapillare und am Rand des a¨ußeren
Zylinders reflektiert werden. Diese reflektierenden Randbedingungen sind auf Grund der ur-
spru¨nglich periodischen Anordnung gerechtfertigt und kompensieren den Einfluss der lokalen
Magnetfelder der anderen umgebenden Kapillaren.
2.2 Spindephasierung
Wa¨hrend der magnetresonanztomographischen Untersuchung des Herzens befindet sich das
Myokard in einem Magnetfeld mit der Flussdichte B0. Entsprechend der Reduzierung des Pro-
blems auf eine zylinderfo¨rmige Kapillare wird nun ein einzelner Zylinder in einem a¨ußeren
Magnetfeld B0 betrachtet (siehe Abb. 4), wobei θ fu¨r den Neigungswinkel zwischen Zylinder
und Magnetfeld steht. Dieser einzelne Zylinder wird von einem koaxialen Zylinder umgeben.
Der Raum zwischen beiden Zylindern ist das Dephasierungsgebiet, in dem die Diffusion der
Spins mit dem Diffusionskoeffizienten D = 1 µm2ms−1 stattfindet [6]. In der zylinderfo¨rmi-
gen Kapillare befindet sich Blut mit der magnetischen Suszeptibilita¨t χi. Die Suszeptibilita¨t
des Blutes ist unter anderem vom Ha¨matokrit Hkt und vom Oxygenierungsgrad Y des Ha¨mo-
6
Abbildung 4: Links: Versorgungsbereich einer Kapillare mit dem entsprechenden Sauerstoffpartialdruck (nach
[13]). Mitte: Dephasierungsgebiet, in dem die Diffusion (rote Trajektorie) und die Dephasierung stattfinden.
Rechts: Querschnitt durch Kapillare und Dephasierungsgebiet mit Polarkoordinaten.
globins abha¨ngig [14]. Desoxygeniertes Ha¨moglobin (Y = 0) besitzt ungepaarte Elektronen
und ist paramagnetisch (positive magnetische Suszeptibilita¨t), wa¨hrend oxygeniertes Ha¨mo-
globin (Y = 1) keine ungepaarten Elektronen entha¨lt und deshalb diamagnetisch ist (negati-
ve magnetische Suszeptibilita¨t). Das umgebenden Gewebe im Dephasierungszylinder hat die
Suszeptibilita¨t χe. Die Suszeptibilita¨tsdifferenz zwischen der blutgefu¨llten Kapillare und dem
umgebenden Gewebe berechnet sich nach der Gleichung
∆χ = χe − χi = 2, 26 · 10−6 · Hkt · [1 − Y] . (3)
Unter Ruhebedingungen betra¨gt diese Suszeptibilita¨tsdifferenz im menschlichen Myokard et-
wa ∆χ = 6 · 10−8 [6]. Um den inneren Zylinder herum bewegen sich die Spins und pra¨zedieren
mit der Larmorfrequenz
ω(r) = δωR2C
cos(2φ)
r2
mit δω = 2piγ∆χB0 sin
2(θ) , (4)
wobei γ = 2,675 · 108 s−1 T−1 das gyromagnetische Verha¨ltnis und δω = ω(r = RC, φ = 0) die
charakteristische Frequenz auf der Oberfla¨che der Kapillare sind [15]. Die Polarkoordinaten
r und φ beschreiben die Position innerhalb des Dephasierungsgebietes (sie Abb. 4 rechts). In
Abb. 5 ist das lokale inhomogene Magnetfeld um eine Kapillare des Myokards schematisch
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Abbildung 5: Kapillare im Voxel. Die lokale Resonanzfrequenz ω(r) nach Gl. (4) ist in Polarkoordinaten
schematisch dargestellt. Da ein zylinderfo¨rmiges Dephasierungsgebiet angenommen wird, ist die lokale Reso-
nanzfrequenz nur bis zum Rand des Dephasierungszylinders mit dem Radius R dargestellt. Die Kapillare hat den
Radius RC und das regionale Blutvolumenverha¨ltnis ist durch Gl. (1) festgelegt.
dargestellt. Unter der Annahme, dass die Kapillare senkrecht zum a¨ußeren Magnetfeld ori-
entiert sei (θ = 90◦), ergibt sich bei einer Feldsta¨rke von B0 = 1,5 T eine charakteristische
Frequenz von δω = 151 s−1. Fu¨r spa¨tere Betrachtungen ist es sinnvoll, die Periodizita¨t dieser
Resonanzfrequenz zu betrachten: ω(r, φ) = ω(r, φ + pi). Dies bedeutet, dass die Resonanzfre-
quenz punktsymmetrisch ist: ω(r) = ω(−r).
In diesem lokalen perikapilla¨ren Magnetfeld, das durch die Kapillare erzeugt wird, pra¨ze-
dieren und dephasieren die Spins der Protonen der umgebenden Wassermoleku¨le im zylin-
derfo¨rmigen Dephasierungsvolumen. Dies ist schematisch in Abb. 6 dargestellt. Am arteriellen
Ende der Kapillare befindet sich oxygeniertes (Y ≈ 1) Blut. Dieses diamagnetische Blut hat
eine a¨hnlich große Suszeptibilita¨t wie das umgebende diamagnetische Gewebe, weshalb auch
nur ein schwaches perikapilla¨res Magnetfeld entsteht. Im veno¨sen Ende der Kapillare erzeugt
das desoxygenierte (Y ≈ 0,25) paramagnetische Blut einen großen Suszeptibilita¨tsunterschied
zum umgebenden Gewebe und damit auch ein starkes perikapilla¨res Magnetfeld.
Durch das a¨ußere Magnetfeld B0 sind alle Spins, die sich im Dephasierungszylinder be-
finden, parallel zum Magnetfeld in z-Richtung ausgerichtet. Die transversale Magnetisierung
m(r, t) ist also gleich Null. Zum Zeitpunkt t = 0 erfolgt die Einstrahlung eines Hochfrequenz-
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Abbildung 6: Induktion inhomogener perikapilla¨rer Magnetfelder. Das sauerstoffreiche arterielle Blut entha¨lt
Oxyha¨moglobin (diamagnetisch) und induziert ein schwaches perikapilla¨resMagnetfeld (gru¨n). Das sauerstoffar-
me veno¨se Blut entha¨lt Desoxyha¨moglobin (paramagnetisch) und erzeugt ein starkes perikapilla¨res Magnetfeld.
Transversal polarisierte Spins pra¨zedieren (schwarze Kurve) und diffundieren (rote Trajektorie) im perikapilla¨ren
Magnetfeld.
pulses und die Magnetisierung besitzt nun die transversale Komponente m0, wobei r im De-
phasierungsgebiet liegt. Dies ist die Anfangsbedingung der spa¨teren Herleitung. Des Weiteren
werden sowohl an der Oberfla¨che des inneren Zylinders mit dem Radius RC als auch an der
Oberfla¨che des a¨ußeren Zylinders mit dem Radius R reflektierende Randbedingungen ange-
nommen. Der Spin verla¨sst also nie das Dephasierungsvolumen, sondern wird immer wieder
hineinreflektiert. Diese reflektierenden Randbedingungen sind ausfu¨hrlich in [16] beschrieben.
Die transversale Magnetisierung m(r, t) = mx(r, t) + imy(r, t) hat zum Zeitpunkt t = 0 ihr
Maximum und nimmt im Laufe der Zeit auf Grund der Spindephasierung ab. Zur Beschreibung
der Zeitentwicklung dieser transversalen Magnetisierung wird die Bloch-Torrey-Gleichung
[17] genutzt:
∂tm(r, t) = [D∆ − iω(r) − 1/T2]m(r, t) , (5)
m(r, 0) = m0 = const und (6)
∂rm(r, t)|r=RC = 0 = ∂rm(r, t)|r=R , (7)
wobei T2 die intrinsische transversale Spin-Spin-Relaxationszeit des umgebenden Gewebes
darstellt. Der Laplace-Operator ∆ in Polarkoordinaten r = (r, φ), der in Gl. (5) beno¨tigt wird,
ist gegeben durch:
∆ =
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
∂2
∂φ2
. (8)
Dem Experiment zuga¨nglich ist allerdings nicht die lokale Magnetisierungm(r, t), sondern nur
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das Signal aus dem gesamten Voxel:
S (t) =
∫
d2rm(r, t) = M(t) e
− t
T2 . (9)
An dieser Stelle ist anzumerken, dass mit S (t) ein experimentell messbares Signal bezeichnet
wird, welches die intrinsische Relaxation auf Grund der Spin-Spin-Wechselwirkung mit der
Relaxationszeit T2 beinhaltet. Der Magnetisierungszerfall, der durch die Dephasierung im pe-
rikapilla¨ren Magnetfeld entsteht, wird mit M(t) bezeichnet. Zwischen beiden Gro¨ßen besteht,
wie vorhergehend beschrieben, der Zusammenhang S (t) = M(t) exp (−t/T2).
Das oben eingefu¨hrte Kroghsche Kapillarmodell wird in der Physiologie oft genutzt, um
Diffusionsprozesse in zylinderfo¨rmigen Objekten zu beschreiben. Thews analysierte solche
Prozesse durch Betrachtung der Diffusionsgleichung zwischen zwei zylinderfo¨rmigen Objek-
ten mit unterschiedlichen Randbedingungen [18]. Bei der Untersuchung der Spindephasierung
tritt jedoch zusa¨tzlich zum Diffusionsprozess zwischen den beiden Zylindern eine ortsabha¨ngi-
ge Resonanzfrequenz ω(r) auf, welches durch die magnetischen Eigenschaften der blutgefu¨ll-
ten Kapillare verursacht wird. Dadurch wird der Sachverhalt komplizierter, insbesondere da
dieses Potenzial rein imagina¨r ist. Die zur Beschreibung der Dephasierung genutzte Bloch-
Torrey-Gleichung spielt in der Magnetresonanzbildgebung eine große Rolle, vor allem zur
Ermittlung des Einflusses der Diffusion auf die linearen Bildgebungsgradienten [19]. Analy-
tisch konnte die Bloch-Torrey-Gleichung bisher nur fu¨r den Fall eines linearen Gradienten
gelo¨st werden [20], d.h. fu¨r den Fall, dass die lokale Larmorfrequenz linear vom Ort abha¨ngt
(ω(x) ∝ x). Zur Untersuchung der Dephasierung im Myokard muss man allerdings eine kom-
pliziertere lokale Larmorfrequenz ω(r) – wie sie in Gl. (4) gegeben ist – betrachten.
Zwei entscheidende Mechanismen sind zum Versta¨ndnis der Signalentstehung zu unter-
scheiden. Zum einen diffundieren die Spins im Krogh-Zylinder um die Kapillare. Dieser Dif-
fusionsprozess wird durch die Korrelationszeit in Gl. (2) beschrieben. Das Inverse der Korre-
lationszeit (1/τ ∝ D/R2
C
) wird als dynamische Frequenz bezeichnet, da sie mit der Diffusions-
bewegung der Spins verbunden ist. Zum anderen wird durch die magnetischen Eigenschaften
des Blutes auf der Oberfla¨che der Kapillare die charakteristische Frequenz δω hervorgerufen
(siehe Gl. (4)), welcher auch als statische Frequenz bezeichnet wird. Diese beiden Frequenz-
skalen gilt es nun miteinander zu vergleichen. Wenn die Diffusion um die Kapillare sehr gering
ist, ist auch die dynamische Frequenz sehr klein. Die Spins befinden sich fast immer an der
gleichen Stelle und sind einer statischen Frequenz ausgesetzt. Deshalb spricht man auch vom
Static-Dephasing-Regime (1/τ << δω). Im entgegengesetzten Grenzfall ist die Diffusion sehr
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stark und die Dephasierung wird hauptsa¨chlich von der Diffusionsbewegung beeinflusst. In
diesem Fall befindet man sich imMotional-Narrowing-Regime (1/τ >> δω). Beide Grenzfa¨lle
sind bisher gut untersucht. Das Static-Dephasing-Regime wurde von Yablonskiy und Haacke
untersucht [12] und spa¨ter von Kiselev und Posse erweitert [21, 22]. Im Motional-Narrowing-
Grenzfall kann man die Gaußsche Na¨herung zur Beschreibung der Dephasierung anwenden,
wie von Sukstanskii und Yablonskiy [23, 24] bzw. von Jensen und Chandra [25, 26] beschrie-
ben. Im Myokard betra¨gt nach Gl.(2) die Korrelationszeit τ = 5,1ms und damit folgt die
dynamische Frequenz zu 1/τ = 196 s−1. Die dynamische Frequenz liegt also in der gleichen
Gro¨ßenordnung wie die statische Frequenz δω = 151 s−1 nach Gl. (4). Im Myokard stellt
also keiner der beiden Grenzfa¨lle den zu Grunde liegenden Dephasierungsmechanismus dar
und somit lassen sich die bisher entwickelten Verfahren zur Beschreibung der Dephasierung
nicht anwenden. Zur Beschreibung der Dephasierung im gesamten Dynamikbereich, d.h. vom
Motional-Narrowing-Regime bis zum Static-Dephasing-Regime wurde von Bauer et al. die
Strong-Collision-Na¨herung [27, 28] auf die Dephasierung imMyokard angewandt, um Aussa-
gen u¨ber die transversale Relaxationszeit zu erhalten. Im Verlauf der vorliegenden Arbeit wird
die Strong-Collision-Na¨herung genutzt, um den Signal-Zeit-Verlauf der Magnetisierung im
Myokard zu untersuchen. Des Weiteren wird in dieser Arbeit erstmals eine exakte analytische
Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung fu¨r die Dephasierung im perikapilla¨ren Feld vorgestellt,
die nicht auf Na¨herungen basiert sondern auf einem Separationsansatz.
2.3 Strong-Collision-Na¨herung
Ein Na¨herungsverfahren zur Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung ist die Strong-Collision-
Na¨herung [27, 28]. Hauptgedanke dieser Na¨herung ist es, den urspru¨nglichen Diffusionspro-
zess durch einen anderen stochastischen Prozess zu ersetzen. Zweckma¨ßigerweise betrachtet
man aber nicht die Magnetisierung M(t), sondern deren Laplace-Transformierte
Mˆ(s) =
∫ ∞
0
dt e−stM(t) . (10)
In fru¨heren Arbeiten [6, 29] gelang es, eine Ausdruck fu¨r die Laplace-Transformierte der Ma-
gnetisierung zu finden:
Mˆ(s) =
1 + η√
[s + τ−1]2 + η2 δω2 + η
√
[s + τ−1]2 + δω2 − τ−1[1 + η]
. (11)
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Unter der Annahme eines monoexponentiellen Abfalls der Magnetisierung in der Form M(t) =
M(0)e−t/T
′
2 folgt mit Gl. (10) der Zusammenhang T
′
2 = Mˆ(0), bzw. mit s = 0 in Gl. (11):
T
′
2 = τ
1 + η√
1 + η2 τ2δω2 + η
√
1 + τ2δω2 − 1 − η
. (12)
Der Diffusionsprozess um die Kapillare wird durch die Korrelationszeit τ beschrieben. Diese
Korrelationszeit erlaubt es, zwischen verschiedenen Diffusionsregimen zu unterscheiden [30].
Im Motional-Narrowing-Regime (hohe Diffusion) strebt die Korrelationszeit gegen Null und
der Einfluss der Suszeptibilita¨tseffekte mittelt sich durch die schnelle Bewegung der umgeben-
den Protonen heraus. In diesem Grenzfall τδω = 0 ergibt sich aus Gl. (11) fu¨r die Magnetisie-
rung der Ausdruck
Mˆ(s) =
1
s
. (13)
Im entgegengesetzten Grenzfall werden die Diffusion und damit die Bewegung der umgeben-
den Protonen vernachla¨ssigt, d.h. sie befinden sich immer an der gleichen Position. Dement-
sprechend wird der Dephasierungsprozess nur durch die Suszeptibilita¨tseffekte beeinflusst. In
diesem Grenzfall strebt die Korrelationszeit gegen unendlich (τδω → ∞) und die Laplace-
Transformierte der Magnetisierung ergibt sich nach Gl. (11) zu
Mˆ(s) =
1
1 − η
1
s

√
1 +
η2δω2
s2
− η
√
1 +
δω2
s2
 . (14)
Die inverse Laplace-Transformation la¨sst sich durchfu¨hren und fu¨r den Magnetisierungs-Zeit-
Verlauf im Static-Dephasing-Regime erha¨lt man den Ausdruck
Mˆ(t) =
η
1 − η
1∫
η
dx
x2
J0(xδωt) (15)
=
1
1 − η
[
1F2
(
−1
2
;
1
2
, 1;−
[
ηδωt
2
]2)
− η 1F2
(
−1
2
;
1
2
, 1;−
[
δωt
2
]2)]
, (16)
wobei die verallgemeinerte hypergeometrische Funktion oder auch Barnes erweiterte hyper-
geometrische Funktion durch
1F2 (a; b, c; x) =
∞∑
k=0
(a)k
(b)k(c)k
xk
k!
(17)
gegeben ist [31]. Das Pochhammer-Symbol ist definiert durch
(x)k =
Γ(x + k)
Γ(x)
. (18)
Um nun den Magnetisierungs-Zeit-Verlauf M(t) fu¨r jedes Diffusionsregime zu erhalten,
kann man den Formalismus der diffusionsabha¨ngigen Frequenzverteilungen nutzen [7]. Dabei
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la¨sst sich feststellen, dass der Signal-Zeit-Verlauf nicht immer monoexponentiell ist, sondern
unter bestimmten Bedingungen ein oszillierendes Verhalten zeigt. Um besser zu verstehen,
unter welchen Voraussetzungen ein bestimmtes Verhalten des Magnetisierungszerfalls zu be-
obachten ist, wird die inverse Laplace-Transformation von Gl. (11) analysiert. Im Zuge nach-
folgender Analyse wird es mo¨glich sein, die Singularita¨ten der Laplace-Transformierten der
Magnetisierung Mˆ(s) mit dem zeitlichen Verhalten der Magnetisierung M(t) zu verknu¨pfen.
Die Berechnung der inversen Laplace-Transformation von Mˆ(s) in Gl. (11) kann verein-
facht werden, da die Variable s nur in der Kombination s+τ−1 in Gl. (11) eingeht. Deshalb kann
entsprechend dem Verschiebungstheorem der Laplace-Transformation die Magnetisierung in
der Form
M(t) = e−
t
τF(t) (19)
geschrieben werden, wobei die Laplace-Transformierte von F(t) aus Gl. (11) mit der Substitu-
tion s + τ−1 → s folgt:
Fˆ(s) =
1 + η√
s2 + η2 δω2 + η
√
s2 + δω2 − 1+η
τ
. (20)
Um nun die inverse Laplace-Transformation durchzufu¨hren, ist es vorteilhaft, Fˆ(s) aus Gl. (20)
als Quotienten zweier Polynome in der Form
Fˆ(s) =
1
[1 − η]2τ3
g(s)
[s2 −Ω2][s2 − Φ2] (21)
darzustellen, mit dem Za¨hler
g(s) =
[
s2τ2[η − 1] − η − 1 − 2τ
√
s2 + η2 δω2
][
1 + η + ητ
√
s2 + δω2 − τ
√
s2 + η2 δω2
]
(22)
und den Nullstellen des Nenners
Ω=
√
1+η2−2η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2
τ[1 − η] und Φ=
√
1+η2+2η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2
τ[1 − η] . (23)
Die Nullstellen des Nenners haben die Einheit einer Frequenz. Die Gro¨ße Φ nimmt fu¨r alle
Parameter immer reelle Werte an. Die Frequenz Ω kann komplexe Werte annehmen und es
lassen sich drei verschiedene Fa¨lle unterscheiden. Diese Fallunterscheidung, ob Ω rein reell,
gleich Null oder rein imagina¨r ist, wird zur Einteilung der Diffusionsregime in folgenderWeise
genutzt:
τ δω <
1 + η
2η
: Ω ∈ R ⇒ Fast-Diffusion-Regime , (24)
τ δω =
1 + η
2η
: Ω = 0 ⇒ Critical-Regime und (25)
τ δω >
1 + η
2η
: Ω = i|Ω| ⇒ Slow-Diffusion-Regime . (26)
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Demzufolge ist Ω entweder rein reell oder rein imagina¨r. In Abb. 7 ist die Lage der Singula-
rita¨ten +Ω und −Ω in der komplexen Ebenen dargestellt. Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben,
betra¨gt die Korrelationszeit im menschlichen Myokard τ = 5,1ms. Die charakteristische Fre-
quenz auf der Oberfla¨che der Kapillare nimmt bei B0 = 1,5 T den Wert δω = 151 s
−1 an.
Mit dem regionalen Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,084 ergibt sich fu¨r die Frequenz Ω nach Gl.
(23) der Wert Ω = 191 s−1. Demnach ist das Fast-Diffusion-Regime das zu Grunde liegende
Diffusionsregime im Myokard.
Die Funktion g(s) besitzt die Nullstellen g(+Φ) = 0 und g(−Φ) = 0. Es la¨sst sich zeigen,
dass in Gl. (21) der Ausdruck g(s)/[s2 − Φ2] keine Singularita¨ten besitzt. Deshalb hat die
Laplace-Transformierte Fˆ(s) nur die zwei Singularita¨ten +Ω und −Ω, die entweder rein reelle
oder rein imagina¨re Werte annehmen ko¨nnen.
Um die Funktion F(t) zu erhalten, wird die Mellin-Formel
F(t) =
1
2pii
1/τ+i∞∫
1/τ−i∞
ds estFˆ(s) (27)
herangezogen, wobei die reelle Zahl 1/τ rechts aller Singularita¨ten liegt. Das Integral in Gl.
(27) kann ausgewertet werden, indem man die Differenz
F(t) =
1
2pii

ds estFˆ(s) − 1
2pii
∫
Γ
ds estFˆ(s) , (28)
betrachtet, wobei der Integrationsweg, die sog. Bromwich-Linie, in Abb. 8 dargestellt ist und
der Integrationsweg Γ durch die Kontur BCDEFGHIJA beschrieben wird. Der Integrations-
weg zur Berechnung des Bromwich-Integrals muss so gewa¨hlt werden, dass alle Singularita¨ten
der zu transformierenden Funktion Fˆ(s) kleinere Realteile als die Linie AB des Integrations-
wegs in Abb. 8 haben [32]. Der Integrationsweg wird u¨ber der linken Halbebene geschlossen
[33]. Demzufolge liegen die Residuen der beiden Singularita¨ten +Ω und −Ω im Integrations-
bereich und tragen zum Integral bei.
Des Weiteren muss beru¨cksichtigt werden, dass die Funktion Fˆ(s) in Gl. (21) die bei-
den Verzweigungslinien CDEF und GHIJ auf der imagina¨re Achse aufweist. Diese Verzwei-
gungslinien ergeben sich aus den Quadratwurzeln, die in der Funktion g(s) in Gl. (22) ent-
halten sind und beginnen auf der imagina¨ren Achse bei den Werten ±iη δω. Das Ringintegral
in Gl. (28) kann mit Hilfe des Residuensatzes als Summe aller Residuen berechnet werden,
die innerhalb des geschlossenen Integrationsweges liegen. Sobald sich jedoch die Punkte ±Ω
auf der imagina¨ren Achse in die Verzweigungslinien hineinbewegen, also +|Ω| > +ηδω und
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  −Ω
1
τ
Fast Diffusion
     Regime
Critical
Regime
Slow Diffusion
      Regime
 + Ω
+ η δω
− η δω
τ
10
 + Re(s)
Im(s)
Abbildung 7: Klassifikation der Diffusionsregime. Die Bewegungen der Singularita¨ten +Ω und −Ω bei
Vera¨nderung des Diffusionsregimes sind dargestellt. Startpunkt der Bewegungen ist das Motional-Narrowing-
Regime (+Ω = +1/τ und −Ω = −1/τ). Mit abnehmenden Diffusionskoeffizienten bewegen sich die Singula-
rita¨ten auf der gestrichelten Linie (Fast Diffusion Regime) entlang der reellen Achse bis zum Koordinatenur-
sprung (Critical Regime). Danach bewegen sich die Singularita¨ten auf der gepunkteten Linie (Slow Diffusion
Regime) parallel zur imagina¨ren Achse. Im Static-Dephasing-Grenzfall (D = 0) streben die Singularita¨ten zu den
Werten +Ω → +i∞ und −Ω → −i∞. Bei der Dephasierung im Myokard liegen die Singularita¨ten nach Gl. (23)
auf der reellen Achse an den Positionen +Ω = +191 s−1 und −Ω = −191 s−1.
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Abbildung 8: Bromwich-Linie zur Auswertung des Integrals (28). Wie in Abb. 7 sind die Bewegungen der
Singularita¨ten +Ω und −Ω bei Vera¨nderung des Diffusionsregimes dargestellt. Startpunkt der Bewegungen ist
das Motional-Narrowing-Regime (+Ω = +1/τ und −Ω = −1/τ). Im Fast-Diffusion-Regime bewegen sich die
Singularita¨ten entlang der reellen Achse bis zum Koordinatenursprung, wo sie sich im Critical-Regime treffen.
Im Slow-Diffusion-Regime bewegen sich die Singularita¨ten parallel zur imagina¨ren Achse. Sobald die Frequenz
Ω den Wert iηδω auf der imagina¨ren Achse erreicht, wandern die Singularita¨ten aus dem Integrationsbereich
heraus, und man befindet sich definitionsgema¨ß im Strong-Dephasing-Regime. Im Static-Dephasing-Grenzfall
(D = 0) streben die Singularita¨ten zu den Werten +Ω→ +i∞ und −Ω→ −i∞.
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Abbildung 9: Einteilung der Diffusionsregime. Die durchgezogene Kurve (τδω = [1 + η]/[2η]) charakterisiert
das Critical-Regime entsprechend Gl. (30). Die gestrichelte Kurve (τδω =
√
[1 + η]/[1 − η]/η) markiert die
Grenze zwischen dem Slow-Diffusion-Regime (siehe Bedingung (31)) und dem Strong-Dephasing-Regime (siehe
Bedingung (32)).
−|Ω| < −ηδω, liegen die Singularita¨ten ±Ω außerhalb des Integrationsgebietes und deren Re-
siduen tragen nicht zur Berechnung des Integrals bei. Dieser Fall (|Ω| > ηδω) wird als das
Strong-Dephasing-Regime bezeichnet. Zur Magnetisierung tra¨gt also nur die Integration um
die Verzweigungslinien bei. Mit Hilfe der Definition von Ω aus Gl. (23) la¨sst sich ermitteln,
dass das Strong-Dephasing-Regime vorliegt, wenn τδω ≥
√
[1 + η]/[1 − η]/η. Damit la¨sst
sich die Einteilung der Diffusionsregime nach den Beziehungen (24) - (26) erweitern:
0 < τ δω <
1 + η
2η
⇒ Fast-Diffusion-Regime , (29)
τ δω =
1 + η
2η
⇒ Critical-Regime , (30)
1 + η
2η
< τ δω <
1
η
√
1 + η
1 − η ⇒ Slow-Diffusion-Regime und (31)
1
η
√
1 + η
1 − η ≤ τ δω < ∞ ⇒ Strong-Dephasing-Regime . (32)
In Abb. 9 sind die so definierten Diffusionsregime dargestellt.
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Letztendlich kann die inverse Laplace-Transformation in der Form
F(t) =
∑
Residuen von estFˆ(s) − 1
2pii

∫
CDEF
ds estFˆ(s) +
∫
GHIJ
ds estFˆ(s)
 (33)
geschrieben werden. Demzufolge kann im Fall Ω , 0 die Funktion F(t) in der Form
F(t) = res
(
estFˆ(s);+Ω
)
+ res
(
estFˆ(s);−Ω
)
+ h(t) (34)
geschrieben werden, wobei res
(
estFˆ(s);+Ω
)
und res
(
estFˆ(s);−Ω
)
die Residuen der Singula-
rita¨ten sind und
−2piih(t) =
∫
CDEF
ds estFˆ(s) +
∫
GHIJ
ds estFˆ(s) (35)
der Beitrag der Integration um die Verzweigungslinien ist.
Wenn beide Singularita¨ten u¨bereinstimmen (Ω = 0), dann werden die beiden Pole erster
Ordnung ein einziger Pol zweiter Ordnung und die Funktion F(t) kann in der Form
F(t) = res
(
estFˆ(s); 0
)
+ h(t) (36)
geschrieben werden. Die Bewegungen der Singularita¨ten sind eng verknu¨pft mit dem zu Grun-
de liegenden Diffusionsregime und stehen in direktem Zusammenhang mit dem vorherrschen-
den Dephasierungsmechanismus.
Die Berechnung der Residuen an den Stellen +Ω und −Ω ist unkompliziert:
res
(
estFˆ(s);+Ω
)
= res
(
est
1
[1 − η]2τ3
g(s)
[s2 − Ω2][s2 −Φ2] ;+Ω
)
= +
e+Ωt
2τΩ
1
[1 − η]2τ2
g(Ω)
Ω2 − Φ2︸                  ︷︷                  ︸
=+α
(37)
= +
e+Ωt
2τΩ
α (38)
res
(
estFˆ(s);−Ω
)
= − e
−Ωt
2τΩ
α . (39)
Der in Gl. (37) definierte Vorfaktor α kann aus Gl. (22) mit Hilfe der Ausdru¨cke fu¨r Ω und Φ
aus Gl. (23) ermittelt werden und ergibt sich zu
α =
[
Ω2τ2[1 − η] + 1 + η + 2τ
√
Ω2 + η2δω2
] 1 + η + ητ√Ω2 + δω2 − τ√Ω2 + η2δω2
4η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2
. (40)
Der erste Faktor in eckigen Klammern der Gl. (40) verschwindet, wenn die Singularita¨ten das
Riemann-Blatt verlassen, d.h. wenn die Bedingung (32) erfu¨llt ist. Ab diesem Punkt wechselt
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die Quadratwurzel, die zur Verzweigungslinie fu¨hrt, ihr Vorzeichen. In diesem Fall nimmt der
Za¨hler des zweiten Faktors den Wert 2[1 + η] an. Insgesamt verschwindet jedoch das Produkt.
Fu¨r
τδω <
1
η
√
1 + η
1 − η (41)
ko¨nnen mit Hilfe des Ausdrucks fu¨r Ω in Gl. (23) die Faktoren der Gl. (40) folgendermaßen
vereinfacht werden:
Ω2τ2[1 − η] + 1 + η + 2τ
√
Ω2 + η2δω2 = 4
1 − η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2
1 − η (42)
und 1 + η + ητ
√
Ω2 + δω2 − τ
√
Ω2 + η2δω2 = 2η
η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2 − η
1 − η . (43)
Fu¨r
τδω ≥ 1
η
√
1 + η
1 − η (44)
sind die Faktoren in Gl. (40) durch Nutzung des entgegengesetzten Vorzeichens der Quadrat-
wurzel im entsprechenden Ausdruck vereinfachbar:
Ω2τ2[1 − η] + 1 + η + 2τ
√
Ω2 + η2δω2 = 0 (45)
und 1 + η + ητ
√
Ω2 + δω2 − τ
√
Ω2 + η2δω2 = 2[1 + η] . (46)
Setzt man diese Resultate in Gl. (40) ein, erkennt man, dass der Vorfaktor α ein rein reeller
und positiver Parameter ist, der in der Form
α =

2
[1 − η]2
1 + η2 − η 2 + τ2δω2[1 − η]2√
1 + τ2δω2[1 − η]2
 fu¨r τδω < 1η
√
1 + η
1 − η
0 sonst
(47)
geschrieben werden kann.
Im Critical-Regime fallen beide Singularita¨ten zusammen, was zu einem einzigen Pol
zweiter Ordnung im Punkt Ω = 0 im Koordinatenursprung fu¨hrt. Deshalb wird das Residuum
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im Sinne der ersten Ableitung in diesem Punkt auf folgende Weise bestimmt:
res
(
estFˆ(s); 0
)
=
d
ds
(
s2estFˆ(s)
)∣∣∣∣∣
s=0
=
d
ds
(
est
1
[1 − η]2τ3
g(s)
s2 − Φ2
)∣∣∣∣∣∣
s=0
=
1
[1 − η]2τ3
d
ds
(
estg(s)
s2 −Φ2
)∣∣∣∣∣∣
s=0
=
2[1 + η]2
τ3[1 − η]2Φ2 t (48)
=
[1 + η]2
1 + η2
t
τ
, (49)
wobei Φ aus Gl. (23) in Gl. (48) eingesetzt wurde.
Die Integration um die Enden der Verzweigungslinien bei ±iηδω lassen sich auswerten,
indem in einer ε-Umgebung um die Enden integriert wird. Zur Berechnung des Integrals um
+iηδω von D bis E wa¨hlt man die Parametrisierung des Weges als s = +iηδω + εeiφ. Damit
ergibt sich:
∫ E
D
ds estFˆ(s) = −
∫ D
E
ds estFˆ(s) = −i lim
ε→0
ε
∫ 5pi
2
pi
2
dφ e(iηδω+εe
iφ)Fˆ
(
iηδω + εeiφ
)
eiφ = 0 . (50)
Analog berechnet sich das Integral um das Ende der anderen Verzweigungslinie und letztlich
erha¨lt man: ∫ E
D
ds estFˆ(s) = 0 =
∫ I
H
ds estFˆ(s) . (51)
Um die Integrale la¨ngs des Integrationswegs parallel zur imagina¨ren Achse auszuwerten ist
es notwendig, die Symmetrieeigenschaften der Funktion Fˆ aus Gl. (20) bzw. Gl. (21) in der
ε-Umgebung der Verzweigungslinien zu analysieren. Die Realteile nehmen immer denselben
Wert an, wa¨hrend die Imagina¨rteile das Vorzeichen wechseln:
Re
[
Fˆ (+ε + iy)
]
Im
[
Fˆ (+ε + iy)
]
=Re
(
Fˆ (−ε + iy)
)
= −Im
(
Fˆ (−ε + iy)
)
=Re
(
Fˆ (+ε − iy)
)
= −Im
(
Fˆ (+ε − iy)
)
=Re
(
Fˆ (−ε − iy)
)
= Im
(
Fˆ (−ε − iy)
)
.
Werden diese Symmetrierelationen in das Integral um die Verzweigungslinien eingesetzt, ver-
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bleiben nur die Imagina¨rteile und es ergibt sich:∫ D
C
ds estFˆ(s) +
∫ F
E
ds estFˆ(s) +
∫ H
G
ds estFˆ(s) +
∫ J
I
ds estFˆ(s)
= 4i
∫ ∞
η δω
sin(yt) lim
ε→0
Im
(
Fˆ (+ε + iy)
)
dy
= −2piih(t). (52)
Mit dem allgemeinen Ausdruck fu¨r die Funktion Fˆ(s) aus Gl. (20) folgt fu¨r den obigen Grenz-
wert des Imagina¨rteils der Ausdruck
lim
ε→0
Im
(
Fˆ (+ε + iy)
)
=

−[1 + η]
√
y2 − η2 δω2[
η
√
δω2 − y2 − 1+η
τ
]2
+ y2 − η2δω2
fu¨r ηδω < y < δω
−[1 + η]
[ √
y2 − η2 δω2 + η
√
y2 − δω2
]
[ √
y2 − η2 δω2 + η
√
y2 − δω2
]2
+
[
1+η
τ
]2 fu¨r y > δω .
Letztlich ergibt sich (mit der Substitution y = x δω) fu¨r die Funktion h(t) in Gl. (52):
h(t) =
2
pi
1∫
η
dx
sin(x δω t)
√
x2 − η2
x2[1 − η] + 1 + η
τ2 δω2
− 2η
τ δω
√
1 − x2
(53)
+
2
pi
∞∫
1
dx
sin(x δω t)
[√
x2 − η2 + η
√
x2 − 1
]
x2[1 + η2] + 2η
[ √
[x2 − η2][x2 − 1] − η
]
1 + η
+
1 + η
τ2 δω2
.
2.4 Separation der Bloch-Torrey-Gleichung
Da die zu Grunde liegende Bloch-Torrey-Gleichung (5) die Struktur einer Schro¨dingerglei-
chung hat, ist es mo¨glich, in Analogie zu den Verha¨ltnissen beim Wasserstoffatom einen Se-
parationsansatz in der Form
m(r, t) = T (t) · R(r) · Φ(φ) (54)
zu wa¨hlen. Die Separation des winkelabha¨ngigen Anteils fu¨hrt auf die Mathieusche Differen-
zialgleichung
∂φφΦm(φ) +
[
k2m − i
δωR2
C
D
cos(2φ)
]
Φm(φ) = 0 (55)
mit der Separationskonstanten k2m [34, 35]. Weitere interessante Aspekte der Mathieuschen
Differenzialgleichung finden sich in den Arbeiten von Strutt [36], Campbell [37] und Arscott
[38]. Die Eigenfunktionen mu¨ssen die Anfangsbedingung (6) erfu¨llen, welches genau durch
die geraden Mathieu-Funktionen cem(φ) gewa¨hrleistet wird, da die Anfangsbedingung (6) eine
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gerade Funktion ist und die Funktionen cem(φ) ebenfalls gerade Funktionen sind. Eine visuelle
Darstellung der Mathieu-Funktionen findet sich in der Arbeit [39]. Weitere Anwendungen der
Mathieu-Funktionen sind in der Arbeit [40] zu finden.
Auf Grund der Periodizita¨t ω(r, φ) = ω(r, φ+ pi) des zweidimensionalen Dipolfeldes in Gl.
(4) werden nur die pi-periodischen Mathieu-Funktionen ce2m(φ) betrachtet [41]. Deshalb kann
die Lo¨sung von Gl. (55) in der Form
Φm(φ) = ce2m(φ) (56)
geschrieben werden, wobei die Orthogonalita¨tsrelation∫ 2pi
0
dφ ce2m(φ)ce2m′ (φ) = piδmm′ (57)
erfu¨llt ist.
Die Eigenfunktionen ce2m(φ), die der Mathieuschen Differenzialgleichung ∂φφce2m(φ) +
[a2m − 2q cos(2φ)]ce2m(φ) = 0 genu¨gen, zeigen nur fu¨r bestimmte charakteristische Werte
a2m(q) die geforderte Periodizita¨t. Um die pi-periodischen Eigenfunktionen ce2m(φ) zu erhalten,
mu¨ssen die charakteristischen Werte a2m(q) mit q = iδωR
2
C
/[2D] betrachtet werden. Deshalb
ergeben sich die Eigenwerte in Gl. (55) zu
k2m = a2m
(
i
2
δωR2
C
D
)
(58)
und es ergibt sich letztlich mit Φm(φ) = ce2m(φ) aus Gl. (55) fu¨r den Winkelanteil die Diffe-
renzialgleichung
∂φφce2m(φ) +
[
k2m − i
δωR2
C
D
cos(2φ)
]
ce2m(φ) = 0 . (59)
Die geraden pi-periodischenMathieu-Funktionen werden sehr anschaulich in [42] beschrieben.
Die Mathieu-Funktionen ko¨nnen in die Fourier-Reihe
ce2m(φ) =
∞∑
r=0
A
(2m)
2r
cos(2rφ) (60)
entwickelt werden, wodurch die Symmetrie ce2m(φ) = ce2m(−φ) widergespiegelt wird. Bei-
spielsweise ko¨nnen fu¨r kleine Parameter δωR2C/D die ersten geraden Mathieu-Funktionen
durch
m = 0 : ce0(φ) ≈
1 +
[
δωR2C/[8D]
]2
√
2
− iδωR
2
C
/D
4
√
2
cos(2φ) −
[
δωR2C/D
]2
128
√
2
cos(4φ) , (61)
m = 1 : ce2(φ) ≈
iδωR2C/D
8
+ cos(2φ) − iδωR
2
C/D
24
cos(4φ) und (62)
m = 2 : ce4(φ) ≈ −
[
δωR2
C
/D
]2
768
+
iδωR2
C
/D
24
cos(2φ) + cos(4φ) (63)
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approximiert werden (siehe 20.2.27 und 20.2.28 in [43]).
Mit der Orthogonalita¨tsrelation (57) folgt fu¨r die Fourier-Koeffizienten die Normalisie-
rung:
2
[
A
(2m)
0
]2
+
∞∑
r=1
[
A
(2m)
2r
]2
= 1 . (64)
Setzt man die Entwicklung der Mathieu-Funktionen in der Fourier-Reihe entsprechend Gl.
(60) in die Mathieu-Differenzialgleichung (59) ein, erha¨lt man folgende Rekursionsformeln
zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten und der charakteristischen Werte:
2k2mA
(2m)
0
= i
δωR2
C
D
A
(2m)
2
, (65)
2
[
k2m − 4
]
A
(2m)
2
= i
δωR2
C
D
[
2A
(2m)
0
+ A
(2m)
4
]
und (66)
2
[
k2m − 4r2
]
A
(2m)
2r
= i
δωR2
C
D
[
A
(2m)
2r−2 + A
(2m)
2r+2
]
fu¨r r ≥ 2 . (67)
Diese Rekursionsformeln lassen sich elegant als Eigenwertproblem in Matrix-Schreibweise
darstellen [44]:
0
√
2i
δωR2
C
2D
√
2i
δωR2
C
2D
4 i
δωR2
C
2D
i
δωR2
C
2D
16 i
δωR2
C
2D
i
δωR2
C
2D
36 i
δωR2
C
2D
. . .
. . .
. . .
i
δωR2
C
2D
4r2 i
δωR2
C
2D
. . .


√
2A
(2m)
0
A
(2m)
2
A
(2m)
4
A
(2m)
6
...
A
(2m)
2r
...

= k2m

√
2A
(2m)
0
A
(2m)
2
A
(2m)
4
A
(2m)
6
...
A
(2m)
2r
...

,
wobei die Eigenwerte der obigen Matrix die charakteristischen Werte k2m sind und die Fourier-
Koeffizienten in den Eigenvektoren enthalten sind. Fu¨r numerische Berechnungen muss also
obiges Eigenwertproblem gelo¨st werden [45].
Die Fourier-Koeffizienten der Fourier-Reihe in Gl. (60) werden fu¨r die weiteren Betrach-
tungen wichtig (siehe (5.3.4) in [46]):
A
(2m)
0
=
1
2pi
∫ 2pi
0
dφ ce2m(φ) und A
(2m)
2r
=
1
pi
∫ 2pi
0
dφ cos(2rφ)ce2m(φ) . (68)
Diese ersten Fourier-Koeffizienten erfu¨llen die Parseval-Relation
∞∑
m=0
[
A
(2m)
0
]2
=
1
2
(69)
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Abbildung 10: Realteil und Imagina¨rteil des charakteristischen Wertes k2m = a2m(iδωR
2
C
/[2D]) entsprechend
Gl. (58). Fu¨r δωR2
C
/D > p0 ≈ 2,93754 ko¨nnen die charakteristischeWert konjugiert komplex sein. Fu¨r δωR2C/D <
p0 ≈ 2,93754 verschwindet der Imagina¨rteil fu¨r alle m.
(siehe Gl. (20) in [41] und Gl. (18.4.1) in [46]). Diese Relation kann genutzt werden, um
die Anzahl der Koeffizienten abzuscha¨tzen, die fu¨r eine geforderte numerische Genauigkeit
beno¨tigt werden.
Na¨herungsweise kann die Iteration berechnet werden, indem man nur die ersten beiden
Fourier-Koeffizienten A
(2m)
0
und A
(2m)
2
beru¨cksichtigt, also A
(2m)
2r
= 0 fu¨r r ≥ 2 annimmt [41, 47].
Damit ergeben sich aus Gl. (65) und Gl. (66) die ersten Eigenwerte als Lo¨sung der Gleichung
k2m[k
2
m − 4] + [R2Cδω]2/[2D2] = 0 zu
k0 ≈
√√
2 −
√
4 − 1
2
[
R2
C
δω
D
]2
und k1 ≈
√√
2 +
√
4 − 1
2
[
R2
C
δω
D
]2
. (70)
A¨hnlich wird in [42] vorgegangen, wobei allerdings die ersten drei Gleichungen der Rekursion
(65) bis (65) beru¨cksichtigt werden. In Abb. 10 sind Realteil und Imagina¨rteil des charakteri-
stischen Wertes km in Abha¨ngigkeit des Parameters δωR
2
C
/D dargestellt, wobei fu¨r sa¨mtliche
Darstellungen die Rekursionsformeln (65) bis (67) numerisch ausgewertet wurden [44, 45].
Des Weiteren gilt fu¨r die charakteristischen Werte der Zusammenhang (siehe 28.7.1 in [48])
∞∑
m=0
[
k2m − 4m2
]
= 0 , (71)
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l 0 1 2 3
pl 2,94 32,94 95,62 190,96
k2l = k2l+1 1,45 5,23 8,98 12,73
Tabelle 1: Lage der Verzweigungspunkte.
der auch zur Abscha¨tzung der numerischen Genauigkeit genutzt werden kann. Die numeri-
sche Genauigkeit kann erho¨ht werden, indem mehr Gleichungen in der Rekursion (65) bis
(67) beru¨cksichtigt werden. Die Berechnung der charakteristischen Werte fu¨r den Fall eines
rein imagina¨ren Parameters q in der Mathieu-Differenzialgleichung wurde in der Arbeit [49]
vorgenommen. Fu¨r q/i < p0/2 ≈ 1,46876861 verschwinden alle Imagina¨rteile und der cha-
rakteristische Wert km nimmt rein reelle Werte an. Mit dem Zusammenhang q = iδωR
2
C
/[2D]
ergibt sich, dass die charakteristischen Werte km rein reell sind, wenn δωR
2
C/D < p0 ≈ 2,93754
gilt. Aus Abb. 10 ist ersichtlich, dass die Eigenwerte ab gewissen Verzweigungspunkten kon-
jugiert komplex sind. Aus diesem Grund sind die Eigenwerte auch nicht reell, sondern im
Allgemeinen komplex. Dies folgt aus der Tatsache, dass der Differenzialoperator in der Bloch-
Torrey-Gleichung (5) nicht selbstadjungiert ist. Die Lage der Verzweigungspunkte wurde in
der Arbeit [47] untersucht und ist in Tabelle 1 zusammengestellt. Na¨herungsweise lassen sich
die Verzweigungspunkte an den Stellen pl ≈ 16,336 l2+13,64 l+2,94 finden. Die ersten Eigen-
werte ko¨nnen fu¨r kleine Parameter δωR2C/D na¨herungsweise angegeben werden (siehe 20.2.25
in [43]):
m = 0 : k0 ≈
δωR2
C
/D
2
√
2
+
7[δωR2
C
/D]3
1024
√
2
+
3271[δωR2
C
/D]5
9437184
√
2
fu¨r
δωR2
C
D
< p0 ≈ 2, 94 , (72)
m = 1 : k1 ≈ 2 −
5[δωR2C/D]
2
192
− 913[δωR
2
C/D]
4
884736
fu¨r
δωR2C
D
< p0 ≈ 2, 94 , (73)
m = 2 : k2 ≈ 4 −
[δωR2C/D]
2
960
+
209[δωR2C/D]
4
55296000
fu¨r
δωR2C
D
< p1 ≈ 32, 94 , (74)
m = 3 : k3 ≈ 6 −
[δωR2C/D]
2
3360
+
1123[δωR2C/D]
4
75866112000
fu¨r
δωR2C
D
< p1 ≈ 32, 94 . (75)
Diese Na¨herungen gelten allerdings nur bis zum jeweiligen Verzweigungspunkt, wa¨hrend die
Approximation fu¨r k0 und k1 in Gl. (70) fu¨r sa¨mtliche Werte des Parameters δωR
2
C
/D gilt. Die
Entwicklung fu¨r die ho¨heren charakteristischen Werte findet sich z. B. in 17.1.5 in [46]:
km ≈ 2m −
[δωR2
C
/D]2
32m[4m2 − 1] fu¨r δωR
2
C/D < p⌊m2 ⌋ . (76)
Die ho¨heren Eigenwerte sind km ≈ 2m. Im Motional-Narrowing-Grenzfall entsprechen die
Eigenwerte den geraden natu¨rlichen Zahlen: limδωR2
C
/D→0 km = 2m.
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Fu¨r große Werte des Parameters δωR2
C
/D ko¨nnen die Eigenwerte durch
k1 = k
∗
0 fu¨r
δωR2C
D
> p0 ≈ 2, 94 (77)
k2l+1 = k
∗
2l fu¨r
δωR2C
D
> pl mit (78)
k22l ≈ [4l + 1][1 + i]
√
δωR2
C
D
− iδωR
2
C
D
− 2l2 − l − 1
4
fu¨r
δωR2C
D
> pl (79)
berechnet werden (siehe 28.8.1 in [48]), wobei die Werte fu¨r pl in Tabelle 1 gegeben sind.
Die Tatsache, dass die charakteristischen Werte nach dem jeweiligen Verzweigungspunkt kon-
jugiert komplex sind hat noch weitere Konsequenzen: Betrachtet man die urspru¨ngliche Ma-
thieusche Differenzialgleichung (59) fu¨r m = 2l+1 und bildet auf beiden Seiten der Gleichung
das konjugiert Komplexe, so ergibt sich mit Gl. (78):
∂φφce
∗
4l+2(φ) +
[
k22l + i
δωR2C
D
cos(2φ)
]
ce∗4l+2(φ) = 0 fu¨r
δωR2
C
D
> pl . (80)
Des Weiteren la¨sst sich durch eine einfache Variablentransformation in der urspru¨nglichen
Mathieuschen Differenzialgleichung (59) zeigen, dass
∂φφce2m(pi/2 − φ) +
[
k2m + i
δωR2C
D
cos(2φ)
]
ce2m(pi/2 − φ) = 0 (81)
gilt. Setzt man in dieser Beziehung m = 2l, so la¨sst sich erkennen, dass
ce4l+2(φ) = ce
∗
4l(pi/2 − φ) fu¨r δωR2C/D > pl . (82)
Fu¨r die Fourier-Koeffizienten gilt nach Gl. (65) ganz allgemein:
A
(2m)
0
A
(2m)
2
=
i
2
R2
C
δω
k2mD
. (83)
Betrachtet man nun wieder die Rekursionsformeln und bricht analog zu oben die Rekursion
ab, indem man A
(2m)
2r
= 0 fu¨r r ≥ 2 annimmt, so ergibt sich aus Gl. (65) unter Beachtung der
Normalisierung in Gl. (64):
[
A
(2m)
0
]2 ≈ 1
2
[
1 −
[
A
(2m)
2
]2] ≈ 1
2
1
1 − 2
[
k2mD
R2
C
δω
]2 fu¨r m = 0, 1 . (84)
Daraus ergeben sich analog zu den Ausdru¨cken in Gl. (70) Na¨herungen fu¨r die ersten Fourier-
Koeffizienten, die fu¨r den gesamten Parameterbereich gu¨ltig sind:
A
(0)
0
≈ 1√
2
√√ 1
1 − 2
[
k2
0
D
R2
C
δω
]2 und A(2)0 ≈ 1√
2
√√ 1
1 − 2
[
k2
1
D
R2
C
δω
]2 . (85)
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Abbildung 11: Realteil und Imagina¨rteil des Fourier-Koeffizienten A(2m)
0
entsprechend Gl. (68).
Die zweiten Fourier-Koeffizienten folgen aus Gl. (83):
A
(0)
2
= −2i k
2
0D
R2
C
δω
A
(0)
0
und A
(2)
2
= −2i k
2
1
D
R2
C
δω
A
(2)
0
. (86)
Fu¨r beliebige Werte des Parameters δωR2C/D sind die ersten Fourier-Koeffizienten A
(2m)
0
in
Abb. 11 dargestellt. Es la¨sst sich erkennen, dass die Fourier-Koeffizienten fu¨r kleine Werte des
Parameters entweder rein reell oder rein imagina¨r sind. Ab den Verzweigungspunkten sind die
Entwicklungskoeffizienten konjugiert komplex. Insgesamt ergibt sich:
A
(2)
0
= A
(0)∗
0
und A
(2)
2
= −A(0)∗
2
fu¨r δωR2C/D > p0 ≈ 2, 94 , (87)
wobei fu¨r den zweiten Fourier-Koeffizienten die Beziehung (83) und Gl. (77) genutzt wurde.
Dieses Ergebnis la¨sst sich verallgemeinern, indem man die allgemeine Fourier-Entwicklung
der Mathieu-Funktionen aus Gl. (60) in die Beziehung (82) einsetzt. Damit ergibt sich:
A
(4l+2)
2r
= (−1)rA(4l)∗
2r
fu¨r δωR2C/D > pl . (88)
Mit der Reihendarstellung der Funktionen ce2m (siehe 20.2.27 und 20.2.28 in [43]), die auch
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in den Gln. (61) - (63)) dargestellt ist, ergeben sich fu¨r die ersten Fourier-Koeffizienten:
m = 0 : A
(0)
0
≈ [1 + [δωR2C/[8D]]2]/
√
2 fu¨r δωR2C/D < p0 ≈ 2, 94 , (89)
m = 1 : A
(2)
0
≈ iδωR2C/[8D] fu¨r δωR2C/D < p0 ≈ 2, 94 und (90)
m = 2 : A
(4)
0
≈ −[δωR2C/D]2/768 fu¨r δωR2C/D < p1 ≈ 32, 94 , (91)
wobei die Na¨herungen wieder nur bis zum jeweiligen Verzweigungspunkt gelten. Diese Na¨he-
rungen fu¨r die Fourier-Koeffizienten lassen sich auch allgemein angeben:
A
(0)
0
≈ 1√
2
1 +
[
δωR2C
8D
]2 fu¨r m = 0 = r und δωR2C/D < p0 ≈ 2, 94 , (92)
A
(0)
2r
≈ 2[−i]
r
[r!]2
√
2
[
δωR2
C
8D
]r
fu¨r m = 0 und δωR2C/D < p0 ≈ 2, 94 , (93)
A
(2m)
2r
≈ i
m−r[2m]!
[r − m]![r + m]!
[
δωR2C
8D
]r−m
fu¨r r > m ≥ 1 und δωR2C/D < p⌊m2 ⌋ , (94)
A
(2)
2
≈ 1 + 19
1152
[
δωR2
C
8D
]2
fu¨r r = m = 1 und δωR2C/D < p0 ≈ 2, 94 , (95)
A
(2m)
2m
≈ 1 + 4m
2 + 1[
4m2 − 1]2
[
δωR2
C
8D
]2
fu¨r m > 1 und δωR2C/D < p⌊m2 ⌋ und (96)
A
(2m)
2r
≈ i
m−r[m + r − 1]!
[m − r]![2m − 1]!
[
δωR2
C
8D
]m−r
fu¨r m > r und δωR2C/D < p⌊m2 ⌋ . (97)
Insbesondere folgt aus der letzten Na¨herungsformel:
A
(2m)
0
≈ im [δωR
2
C
/[8D]]m
[2m − 1]!m fu¨r δωR
2
C/D < p⌊m2 ⌋ . (98)
Weitere brauchbare Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten finden sich in 28.4.21 bis 28.4.24
in [48] bzw. in 18.1.5, 18.1.6, 18.1.7, 18.1.9, 18.1.10, 18.2.1 und 18.2.2 in [46]. So folgt
beispielsweise aus 18.2.1 in [46]
A
(0)
0
≈
[
2pi2
δωR2C
D
]− 1
8
e−i
pi
16 fu¨r
δωR2C
D
> p0 ≈ 2, 94 (99)
und A
(2)
0
= A
(0)∗
0
fu¨r δωR2
C
/D > p0 ≈ 2, 94 wie schon in Gl. (87) gezeigt wurde. Fu¨r die
ho¨heren Koeffizienten gilt:
A
(4l)
0
≈ [−1]l
√
[4l]!
[2l]!4l
[
pi2
2
δωR2
C
D
]− 1
8
e−i
pi
16 fu¨r
δωR2
C
D
> pl (100)
und A
(4l+2)
0
= A
(4l)∗
0
fu¨r δωR2C/D > pl wie schon in Gl. (88) gezeigt wurde. Allgemein gilt:
A
(4l)
2r
≈ [−1]r+l
√
[4l]!
[2l]!4l
[
pi2
128
δωR2C
D
]− 1
8
e−i
pi
16 fu¨r
δωR2C
D
> pl . (101)
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Fu¨r den Radialanteil ergibt sich aus dem Separationsansatz (54) die Besselsche Differen-
zialgleichung
∂2
∂r2
Rnm(r) +
1
r
∂
∂r
Rnm(r) +
[
λ2nm
R2
C
− k
2
m
r2
]
Rnm(r) = 0
mit der Separationskonstanten λ2nm. Die Lo¨sung dieser Besselschen Differenzialgleichung wird
als Linearkombination der Besselfunktionen Jkm mit der Neumannfunktionen Ykm geschrieben:
Rnm(r) = anmJkm (λnmr/RC) + bnmYkm (λnmr/RC), wobei die Koeffizienten anm und bnm durch die
reflektierenden Randbedingungen an der Oberfla¨che der Kapillare ∂rRnm(r)|r=RC = 0 und am
Rande des Dephasierungsvolumens ∂rRnm(r)|r=R = 0 (siehe Gl. (7)) festgelegt werden. Die
reflektierende Randbedingung an der Kapillaroberfla¨che wird durch Wahl der Koeffizienten
entsprechend anm = +Y
′
km
(λnm) und bnm = −J′km (λnm) erfu¨llt. Damit ergeben sich die radialen
Eigenfunktionen zu
Rnm(r) = Y
′
km
(λnm) Jkm
(
λnm
RC
r
)
− J′km (λnm)Ykm
(
λnm
RC
r
)
, (102)
welche die folgende Orthogonalita¨tsrelation erfu¨llen (siehe 11.4.2 in [43] bzw. Gl. (11) in
Abschnitt 5.11 in [50]):
1
R2
C
∫ R
RC
dr rRnm(r)Rn′m(r) = Nnmδnn′ mit (103)
Nnm =
1
R2
C
∫ R
RC
dr rR2nm(r) =
1
2
[
1
η
− k
2
m
λ2nm
]
R2nm
(
RC√
η
)
− 2
pi2λ2nm
[
1 − k
2
m
λ2nm
]
(104)
=
q2nm
2
[
1
η
− k
2
m
λ2nm
]
− 2
pi2λ2nm
[
1 − k
2
m
λ2nm
]
und (105)
qnm = Y
′
km
(λnm) Jkm
(
λnm√
η
)
− J′km (λnm) Ykm
(
λnm√
η
)
. (106)
Dabei ist es wichtig, die Abelsche Identita¨t fu¨r die Wronski-Determinante in der Form
Y
′
km
(λnm)Jkm(λnm) − J
′
km
(λnm)Ykm (λnm) =
2
piλnm
(107)
zu nutzen (siehe 6. 58. in [51]), womit aus Gl. (102) direkt Rnm(RC) = 2/[piλnm] folgt. Die
Normierungskonstanten Nnm sind einheitenlos und ha¨ngen nur vom regionalen Blutvolumen-
verha¨ltnis η und dem Parameter δωR2C/D ab. An dieser Stelle ist es wichtig darauf hinzuweisen,
dass fu¨r δωR2
C
/D > p0 ≈ 2,93754 der Index km der Bessel-Funktionen komplexe Werte an-
nehmen kann. Dies beeinflusst jedoch nicht die Theorie der Bessel-Funktionen, obwohl diese
dann selbst komplexeWerte annehmen ko¨nnen [50]. Die reflektierende Randbedingung an der
Oberfla¨che des Versorgungszylinders in Gl. (7) u¨bertra¨gt sich auf die radialen Eigenfunktio-
nen in der Form ∂rRnm(r)|r=R = 0. Daraus ergibt sich mit den radialen Eigenfunktionen aus Gl.
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(102) die Bestimmungsgleichung fu¨r die Eigenwerte λnm:
0 = fkm(λnm) mit fkm(λ) = Y
′
km
(λ) J
′
km
(
λ√
η
)
− J′km (λ)Y
′
km
(
λ√
η
)
. (108)
Diese Eigenwerte mu¨ssen numerisch ermittelt werden. Hilfreich ist es auch, die Eigenschaften
der Funktion fkm(λ) zu kennen:
fkm(λ) = fkm(−λ) , (109)
fkm(λ) = f−km(λ) und (110)
f
k∗m (λ) = f
∗
km
(λ∗) . (111)
Oben wurde gezeigt, dass die charakteristischen Werte konjugiert komplex sein ko¨nnen. So ist
z. B. k1 = k
∗
0
fu¨r δωR2
C
/D > p0 ≈ 2,94 (siehe Gl. (77) und Abb. 10). Auf Grund der letzten
Eigenschaft in Gl. (111) folgt demnach, dass in diesem Fall auch die Eigenwerte konjugiert
komplex sind: λn1 = λ
∗
n0. Allgemein folgt aus Gl. (78) die Beziehung
λn 2l+1 = λ
∗
n 2l fu¨r δωR
2
C/D > pl , (112)
die sich auf die Eigenfunktionen u¨bertra¨gt:
Rn 2l+1(r) = R
∗
n 2l(r) fu¨r δωR
2
C/D > pl . (113)
Fu¨r δωR2C/D ≤ p0 sind die Eigenwerte km rein reell und in Abb. 12 a) sind Realteil und
Imagina¨rteil der Funktion fkm(λ) = 0 in der komplexen Ebene dargestellt. Man erkennt, dass
fu¨r δωR2C/D ≤ p0 also auch die Eigenwerte λnm rein reell sind.
Ab dem ersten Verzweigungspunkt, d.h. fu¨r δωR2
C
/D > p0 ko¨nnen die Eigenwerte km
komplex werden. Fu¨r ein komplexes km sind in Abb. 12 b) und c) Realteil und Imagina¨rteil der
Funktion fkm(λ) = 0 in der komplexen Ebene dargestellt. Es zeigt sich, dass die Eigenwerte
λnm nun auch komplex sind.
Der erste Eigenwert, der durch die Eigenwertgleichung (108) festgelegt wird kann durch
eine Taylor-Entwicklung der Besselfunktionen fu¨r kleine Argumente erhalten werden:
λ21m ≈
4ηkm[1 − k2m][ηkm − 1]
[k2m + km − 2][1 − η][1 + ηkm ] − 2km[ηkm − η]
. (114)
Fu¨r kleine km la¨sst sich dieser Ausdruck noch vereinfachen. Letztlich ergibt sich als Na¨he-
rungsausdruck fu¨r die gesuchten Eigenwerte:
λ1m ≈ km
ηln(η)
η − 1 fu¨r n = 1 und (115)
λnm ≈ pi
√
η
n − 1
1 − √η +
1 − √η
n − 1
4k2m + 3
8pi
fu¨r n ≥ 2 , (116)
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Abbildung 12: Bestimmung der Eigenwerte λnm fu¨rm = 0 und η = 0,1. Im Fall a) betra¨gt δωR2C/D = 2 und der
Index km ergibt sich aus Gl. (58) zu km = 0,76. An den Schnittpunkten der blauen Kurven (Realteil) mit den roten
Kurven (Imagina¨rteil) sind Realteil und Imagina¨rteil der Funktion fkm (λ) nach Gl. (108) gleichzeitig Null. Diese
Schnittpunkte liegen im Falle eines rein reellen Index km auf der reellen Achse und entsprechen den gesuchten
Eigenwerten. Im Fall b) betra¨gt δωR2
C
/D = 4 und der Index km ergibt sich aus Gl. (58) zu km = 1,58 − 0,59i. Im
Fall c) betra¨gt δωR2
C
/D = 10 und der Index km ergibt sich aus Gl. (58) zu km = 2,27 − 1,51i.
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wobei die Na¨herung (115) aus der Taylor-Entwicklung der Na¨herung (114) stammt und die
Beziehung (116) in Abschnitt 10.21.49 in [48] beschrieben ist. Approximationen fu¨r den er-
sten und die weiteren Eigenwerte im Falle großer Blutvolumenverha¨ltnisse η ≈ 1 sind in den
Gleichungen (A.5) und (A.4) in der Arbeit [52] aufgefu¨hrt. Im Allgemeinen ergeben sich die
Eigenwerte λnm als numerische Lo¨sung der Bestimmungsgleichung (108), wobei die Na¨he-
rungswerte aus (115) und (116) als Startpunkt fu¨r die numerische Nullstellensuche dienen
ko¨nnen. Das Eigenwertspektrum fu¨r die ersten Eigenwerte ist in Abb. 13 dargestellt.
Der Separationsansatz (54) fu¨hrt schließlich zu der Differenzialgleichung
R2C
D
[
∂
∂t
+
1
T2
]
Tnm(t) = −λ2nm Tnm(t) (117)
fu¨r den zeitabha¨ngigen Anteil und hat die Lo¨sung
Tnm(t) = e
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
. (118)
Zur Konstruktion der gesamten Lo¨sung werden die drei Anteile (56), (102) und (118) in
den Separationsansatz (54) eingesetzt. Damit kann die Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung
als Summe u¨ber alle Eigenwerte geschrieben werden:
m(r, t)
m0
=
∞∑
m=0
∞∑
n=1
cnmce2m(φ)
[
Y
′
km
(λnm) Jkm
(
λnm
RC
r
)
− J′km(λnm) Ykm
(
λnm
RC
r
)]
e
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
. (119)
Die Entwicklungskoeffizienten cnm ko¨nnen mit Hilfe der Anfangsbedingung m(r, t = 0) = m0
und mit den Orthogonalita¨tsrelationen (57) und (103) bestimmt werden:
cnm =
2A
(2m)
0
NnmR
2
C
∫ R
RC
dr rRnm(r) . (120)
Zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten muss das Integral in Gl. (120) gelo¨st werden.
Nutzt man das regionale Blutvolumenverha¨ltnis η = R2
C
/R2 ergibt sich mit Hilfe der Gl. (5)
aus Abschnitt 10.74 in [50] der Ausdruck
Mnm =
1
R2
C
∫ R
RC
dr rRnm(r) =
qnm
λnm
√
η
s
′
1,km
(
λnm√
η
)
− 2
piλ2nm
s
′
1,km
(λnm) , (121)
wobei die Gro¨ße qnm in Gl. (106) gegeben ist und
sµ,km(x) =
xµ+1
[µ + 1]2 − k2m 1
F2
(
1;
µ + 3 − km
2
,
µ + 3 + km
2
;− x
2
4
)
(122)
die Lommelfunktion darstellt [53, 54], wobei 1F2 die in Gl. (17) definierte verallgemeinerte
hypergeometrische Funktion ist. Eine a¨quivalente Definition der Lommelfunktion findet sich
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Abbildung 13: Eigenwertspektrum als Lo¨sung der Bestimmungsgleichung (108) fu¨r das regionale Blutvolu-
menverha¨ltnis η = 0,1. Auf Grund der Beziehungen (115) sehen die Kurvenverla¨ufe fu¨r λ1m a¨hnlich aus wie die
Kurvenverla¨ufe fu¨r kmin Abb. 10.
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beispielsweise in 11.9.3 in [48]. Anstatt der Lommelfunktion s kann man auch die zweite
Lommelfunktion S verwenden (siehe 11.9.5 in [48]). Nutzt man den Zusammenhang s1,km =
1 + k2ms−1,km (siehe [54], Seite 112), folgt:
s
′
1,km
(x) =
2x
4 − k2m 1
F2
(
2; 2 − km
2
, 2 +
km
2
;− x
2
4
)
. (123)
Letztlich folgt als analytischer Ausdruck fu¨r die Entwicklungskoeffizienten:
cnm = 2A
(2m)
0
Mnm
Nnm
= 4piηA
(2m)
0
λ2nm
2s
′
1,km
(λnm) − piqnm λnm√η s
′
1,km
(
λnm√
η
)
4η[λ2nm − k2m] − pi2λ2nmq2nm[λ2nm − ηk2m]
. (124)
Diese Entwicklungskoeffizienten sind nur vom regionalen Blutvolumenverha¨ltnis η und dem
Parameter δωR2C/D abha¨ngig. Die Eigenschaften der Eigenwerte aus Gl. (112) u¨bertragen sich
auf die Entwicklungskoeffizienten:
cn 2l+1 = c
∗
n 2l fu¨r δωR
2
C/D > pl . (125)
In Abb. 14 sind die Entwicklungskoeffizienten cnm in Abha¨ngigkeit vom Parameter δωR
2
C
/D
dargestellt.
Betrachtet man die Magnetisierung an der Oberfla¨che der Kapillare, so ergibt sich mit Gl.
(107) aus Gl. (119)
m(r = RC , φ, t) =
2m0
pi
∞∑
m=0
∞∑
n=1
cnm
λnm
ce2m(φ)e
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
. (126)
Da zum Zeitpunkt t = 0 die Magnetisierung den konstanten Anfangswert m(r = RC , φ, t =
0) = m0 annimmt, erha¨lt man mit der Orthogonalita¨tsrelation (57) und den ersten Fourier-
Koeffizienten aus Gl. (68) die Relation
∞∑
n=1
Mnm
λnmNnm
=
pi
2
bzw.
∞∑
n=1
2s
′
1,km
(λnm) − piqnm λnm√η s
′
1,km
(
λnm√
η
)
4η[λ2nm − k2m] − pi2λ2nmq2nm[λ2nm − ηk2m]
λnm =
1
4η
. (127)
A¨hnlich kann man vorgehen, wenn man die Magnetisierung an der Oberfla¨che des Depha-
sierungszylinders betrachtet. Mit der Definition (106) folgt aus Gl. (119)
m(r = R, φ, t) = m0
∞∑
m=0
∞∑
n=1
cnmqnmce2m(φ)e
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
. (128)
Da auch hier zum Zeitpunkt t = 0 die Magnetisierung den Wert m(r = R, φ, t = 0) = m0 an-
nimmt, erha¨lt man analog zu oben mit der Orthogonalita¨tsrelation (57) und den ersten Fourier-
Koeffizienten aus Gl. (68) die Relation
∞∑
n=1
qnmMnm
Nnm
= 1 bzw.
∞∑
n=1
2s
′
1,km
(λnm) − piqnm λnm√η s
′
1,km
(
λnm√
η
)
4η[λ2nm − k2m] − pi2λ2nmq2nm[λ2nm − ηk2m]
qnmλ
2
nm =
1
2piη
. (129)
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Abbildung 14: Entwicklungskoeffizienten als Lo¨sung der Bestimmungsgleichung (124) fu¨r das regionale
Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,1. Man erkennt, dass entsprechend Gl. (125) fu¨r l = 0 gilt: cn1 = c
∗
n0
fu¨r
δωR2
C
/D > p0 ≈ 2, 94. So haben beispielsweise fu¨r δωR2C/D > p0 ≈ 2, 94 die Entwicklungskoeffizienten c10
und c11 gleiche Realteile und die Imagina¨rteile unterscheiden sich nur im Vorzeichen.
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Setzt man in Gl. (119) t = 0 und integriert u¨ber das Dephasierungsvolumen, erha¨lt man
mit Gl. (68) und Gl. (120) die Parseval-Relation
∞∑
m=0
∞∑
n=1
c2nmNnm =
1
η
− 1 . (130)
Diese Relation kann genutzt werden, um die Anzahl der Koeffizienten n abzuscha¨tzen, die
fu¨r eine ausreichende numerische Genauigkeit notwendig ist. Die Anzahl der Koeffizienten m
kann aus der analogen Relation (69) erhalten werden.
In Abb. 15 sind die x- und y-Komponenten der Magnetisierung nach t = 20ms fu¨r eine
Kapillare im Myokard dargestellt. In der Na¨he der Kapillare besteht ein starker Suszeptibi-
lita¨tseinfluss, und die Spins dephasieren sehr schnell. Dementsprechend ist die Magnetisierung
hier nach kurzer Zeit schon stark abgefallen. Auf Grund der 1/r2-Abha¨ngigkeit der lokalen Re-
sonanzfrequenz (siehe Gl. (4)) werden die Spins am Rande des Voxels nur minimal von der
Dephasierung beeinflusst und die Magnetisierung fa¨llt weniger schnell ab.
Das Endergebnis fu¨r die Magnetisierung m(r, t) in Gl. (119) ist fu¨r jeden Wert des Pa-
rameters δωR2
C
/D anwendbar. Allerdings zeigen die einzelnen Gro¨ßen, die in Gl. (119) fu¨r
δωR2C/D > p0 gewisse Symmetrieeigenschaften. So gilt beispielsweise fu¨r die charakteristi-
schen Werte k1 = k
∗
0
(siehe Gl. (77) und Abb. 10) und fu¨r die Eigenwerte λn1 = λ
∗
n0
(siehe Gl.
(112)). Werden nun die allgemeinen Eigenschaften der Mathieufunktionen (siehe Gl. (82)), der
Eigenwerte (siehe Gl. (112)), der Eigenfunktionen (siehe Gl. (113)) und der Entwicklungsko-
effizienten (siehe Gl. (125)) beru¨cksichtigt, ergibt sich aus Gl. (119)
m(r, t)
m0
=
l∑
m=0
∞∑
n=1
cn 2mce4m(φ)Rn 2m(r) e−t
[
λ2
n 2m
D
R2
C
+ 1
T2
]
+ c∗n 2mce∗4m
(
pi
2
− φ
)
R∗n 2m(r) e
−t
[
λ2∗
n 2m
D
R2
C
+ 1
T2
]
+
∞∑
m=2l+2
∞∑
n=1
cnmce2m(φ)Rnm(r)e
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
fu¨r pl <
δωR2
C
D
< pl+1 . (131)
Analog zur Relation (130) erha¨lt man
2
l∑
m=0
∞∑
n=1
Re(c2n 2mNn 2m) +
∞∑
m=2l+2
∞∑
n=1
c2nmNnm =
1
η
− 1 fu¨r pl <
δωR2
C
D
< pl+1 . (132)
2.5 Experimentelle Untersuchung
Das Kroghsche Kapillarmodell wurde urspru¨nglich zur Beschreibung von Skelettmuskelgewe-
be entwickelt. Der Skelettmuskel eignet sich zur Untersuchung der Dephasierung im Muskel-
gewebe als Modellsystem. Deshalb wurden Messungen sowohl am Skelettmuskel als auch am
Herzmuskel durchgefu¨hrt. Die Messung am Skelettmuskel bietet allerdings den Vorteil, dass
keine Bewegungsartefakte wie bei schlagenden Herzen auftreten.
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Abbildung 15: Transversale Komponentenmx(r, t) undmy(r, t) nach Gl. (119) um eine Kapillare desMyokards
(mit RC = 2, 75 µm, T2 = 57ms, δω = 151 s
−1, D = 1 µm2/ms und η = 0, 084) fu¨r t = 20ms nach dem
Anregungspuls. Durch den Anregungspuls wurde die Anfangsmagnetisierungm0 = 1, also nur eine Komponente
in x-Richtung erzeugt. Die Magnetisierung endet am Rand des Versorgungszylinders, der zwecks Verbesserung
der Erkennbarkeit nicht eingezeichnet wurde. Zur Veranschaulichung der Polarkoordinaten r und φ wurde ein
quaderfo¨rmiges Voxel eingezeichnet.
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Skelettmuskelgewebe: Der Freie Induktionszerfall im Skelettmuskel wurde in der Musku-
latur des Oberschenkels einer Ratte gemessen. Die geeignete Methode zur exakten Vermes-
sung des Freien Induktionszerfalls ist die voxelselektive PRESS-Sequenz (englisch: Point RE-
Solved Spectroscopy) [55, 56]. Die Experimente am Skelettmuskel wurden an einem MR-
Tomographen vom Typ Bruker-Biospec bei einer Feldsta¨rke von 7 T durchgefu¨hrt. Die Bild-
gebungsgradienten erzeugen eine maximale Gradientensta¨rke von 397mT/m. Zum Senden
und Empfangen der Hochfrequenzsignale wurde ein 72mm Quadratur-Birdcage-Resonator
genutzt.
Fu¨r dieMessungen wurde eine 300 g schwere und gesunde weiblicheWistar-Ratte (Charles
River Laboratories, Research Model and Services, Germany GmbH, Charles River, Sulzfeld)
mit 4% Isofluran in Sauerstoff ana¨sthesiert. Das Tier wurde im MR-Scanner so positioniert,
dass der Skelettmuskel des Oberschenkels im Zentrum des Birdcage-Resonators liegt. Atmung
und Herzaktion wurden mit einem pneumatischen Sensor (Respiration Sensor, Graseby Medi-
cal Limited, Watford, UK) u¨berwacht, der auf dem Bauch der Ratte angebracht war.
Nach der Lokalisationssequenz (RARE, Repetitionszeit TR = 2,5 s, effektive Echozeit
TEe f f = 9,4ms, RARE-Faktor = 2), wurde mit der FASTMAP-Sequenz [57] lokal auf ein
wu¨rfelfo¨rmiges, 5mm × 5mm × 5mm großes Voxel im Zentrum der linken Hu¨ftmuskula-
tur geshimmt. Die La¨ngsachse des Voxels war um 60◦ gegen das a¨ußere Magnetfeld geneigt.
Innerhalb des wu¨rfelfo¨rmigen Shimmvoxels wu¨rde ein kleineres wu¨rfelfo¨rmiges 2,5mm ×
2,5mm×2,5mm großes Voxel ausgewa¨hlt, um den Freien Induktionszerfall mit einer PRESS-
Sequenz zu messen (siehe Abb. 16). Die geeigneten Parameter der Sequenz waren: Repe-
titionszeit TR = 6 s, Echozeit TE = 9,9ms, wobei acht Mittelungen durchgefu¨hrt wurden
(NA = 8). Gro¨ße und Lokalisation der Voxel wurden so gewa¨hlt, um Einflu¨sse und daraus
resultierende Artefakte der umgebenden Knochen bzw. Gewebegrenzen zu minimieren. Des
Weiteren wurde mit der PRESS-Sequenz die Relaxationszeit T2 im Muskel gemessen, wo-
bei eine Messung (NA = 1) bei einer Repetitionszeit von TR = 6 s mit acht verschiedenen
Echozeiten TE = (12, 15, 20, 25, 35, 50, 80, 120)ms aufgenommen wurde.
Herzmuskelgewebe: Zur experimentellen Untersuchung des Signal-Zeit-Verlaufs im Myo-
kard wurde ein gesunder Proband in einem MR-Tomographen vom Typ Siemens Avanto mit
einer Feldsta¨rke von 1,5 T untersucht. Der freie Induktionszerfall wird durch eine Gradien-
tenechosequenz zu verschiedenen Echozeiten ausgelesen. Um Bewegungsartefakte zu vermei-
den, wird auf die R-Zacke des EKG getriggert. Wie in Abb. 17 dargestellt, wird das Signal
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Abbildung 16: Repra¨sentative Schicht des Oberschenkels einer Ratte mit der Lokalisation des ausgewa¨hlten
PRESS-Voxels.
aus einem umschriebenen Bereich im Septum interventriculare aufgenommen. In diesem Be-
reich des Herzens sind die Kapillaren nahezu senkrecht zum a¨ußeren Magnetfeld orientiert.
Des Weiteren ko¨nnen Suszeptibilita¨tseinflu¨sse von umliegenden Geweben, insbesondere der
Lunge, minimiert werden, da das gewa¨hlte Areal im Herzen nur von Blut umgeben ist. Al-
lerdings entstehen durch die Blutstro¨mungen in den angrenzenden Ventrikeln Flussartefakte,
die jedoch durch eine Black-Blood-Methode unterdru¨ckt wurden. Fu¨r die transversale Spin-
Spin-Relaxationszeit wird der fu¨r das Myokard typische Wert T2 = 57ms angenommen [58].
Der Neigungswinkel θ der Kapillaren beeinflusst die Sta¨rke der Spindephasierung (siehe Gl.
(4)). Da die Kapillaren parallel zu den Kardiomyozyten verlaufen, ist deren Neigungswinkel
mit dem Neigungswinkel der Muskelfasern identisch. Durch Diffusionstensorbildgebung kann
die Faserarchitektur des Myokards untersucht werden [59] und es zeigt sich, dass im Septum
interventriculare des Herzens die Fasern nahezu senkrecht zum a¨ußeren Magnetfeld verlaufen.
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Abbildung 17: Areal im Septum interventriculare (rot markierter Bereich), aus dem der Signal-Zeit-Verlauf
analysiert wurde.
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3 Ergebnisse
3.1 Signalevolution in der Strong-Collision-Na¨herung
Mit den in Abschnitt 2.3 dargestellten Methoden ist es nun mo¨glich, die Ergebnisse zu einem
Gesamtbild zusammenzufu¨gen. Das zu Grunde liegende Diffusionsregime wird durch das Pro-
dukt τδω festgelegt, welches durch die funktionellen Parameter des Myokards bestimmt wird.
Die Lage der Punkte +Ω und −Ω in Abb. 7 ist eng mit dem Wert τδω, also dem zu Grunde
liegenden Diffusionsregime, verbunden. Deshalb ist es sinnvoll, die Reise dieser Punkte in der
komplexen Ebene zu betrachten, wenn das Diffusionsregime vera¨ndert wird.
Motional-Narrowing-Regime: Im Motional-Narrowing-Grenzfall ko¨nnen die Suszeptibi-
lita¨tseffekte vernachla¨ssigt werden (τ δω = 0). In diesem Fall nimmt die Frequenz aus Gl. (23)
den Wert Ω = 1/τ an. Dementsprechend befinden sich die Singularita¨ten auf der reellen Achse
an den Positionen +Ω = +1/τ und −Ω = −1/τ. Um jedoch den Magnetisierungs-Zeit-Verlauf
zu erhalten, ist es zweckma¨ßig, die Funktion Mˆ(s) in diesem Grenzfall τδω = 0 (siehe Gl.
(13)) zu betrachten. Dies fu¨hrt direkt zu
M(t) = 1 . (133)
Das Motional-Narrowing-Regime ist auch das zu Grunde liegende Diffusionsregime wenn das
regionale Blutvolumenverha¨ltnis η gegen Null strebt. In diesem Fall wird der Radius des De-
phasierungszylinders unendlich groß und die Diffusion ist uneingeschra¨nkt. Die Mehrzahl der
Spins ist weit von der Kapillare entfernt und pra¨zedieren fast immer mit der gleichen Re-
sonanzfrequenz. Wie erwartet gibt es keinen Magnetisierungszerfall auf Grund der Depha-
sierung im Motional-Narrowing-Regime. Der experimentell beobachtbare Magnetisierungs-
zerfall wird nur durch die intrinsische transversale Spin-Spin-Relaxation verursacht: S (t) =
S (0) exp (−t/T2).
Fast-Diffusion-Regime: Mit abnehmenden Diffusionskoeffizienten nimmt das Produkt τ δω
zu und entsprechend Gl. (24) nimmt die FrequenzΩ ab; sie bleibt dabei aber reell. Demzufolge
bewegen sich die Singularita¨ten auf der reellen Achse aufeinander zu und konvergieren im
Koordinatenursprung, d.h. dieses Regime wird durch die Bedingung
0 < τ δω <
1 + η
2η
(134)
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Abbildung 18: Veranschaulichung der Diffusionsregime. Die linke untere Abbildung zeigt die Einteilung der
Diffusionsregime nach Abb. 9. Im Fast-Diffusion-Regime (rechte untere Abbildung) diffundiert ein Spin fast
um die ganze du¨nne Kapillare und sieht somit viele verschiedene Resonanzfrequenzen, was in einen langsamen
Abfall der Magnetisierung resultiert. Im Strong-Diffusion-Regime (linke obere Abbildung) befindet sich der Spin
fast immer an der gleichen Stelle bezu¨glich der dicken Kapillare und die Magnetisierung zeigt oszillierende
Anteile. Das Slow-Diffusion-Regime liegt zwischen den beiden gezeigten Regimen und ist in der rechten oberen
Abbildung dargestellt.
charakterisiert.
Im Fast-Diffusion-Regime ist die dynamische Frequenz 1/τ viel gro¨ßer als die statische
Frequenz δω. Dies ist bei einer du¨nnen Kapillare, einem großen Diffusionskoeffizienten und
bei einer kleinen statischen Frequenz gegeben. Unter diesen Bedingungen hat die Trajektorie
eines diffundierenden Spins wa¨hrend des Dephasierungsprozesses genug Zeit, um eine große
Anzahl unterschiedlicher Resonanzfrequenzen zu sehen. Dies fu¨hrt zu einem Mittelungspro-
zess in der akkumulierten Phase und demzufolge zu einem langsamen Abfall der gesamten
Magnetisierung (siehe das rechte untere Schema in Abb. 18).
Die Residuen in Gl. (34) wurden in Gl. (38) und Gl. (39) berechnet. Die Integration um die
Verzweigungslinien erfolgte in Gl. (52), und das Ergebnis kann in Gl. (35) eingesetzt werden,
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was zu einem zusa¨tzlichen Term h(t) fu¨hrt. Letztlich kann die Magnetisierung in der Form
M(t) = e−
t
τ
[
α
τΩ
sinh(Ωt) + h(t)
]
(135)
geschrieben werden, wobei der Vorfaktor α ein rein reeller und positiver Parameter ist, der in
Gl. (47) angegeben wurde:
α =
2
[1 − η]2
1 + η2 − η 2 + τ2δω2[1 − η]2√
1 + τ2δω2[1 − η]2
 . (136)
Die Frequenz Ω wurde in Gl. (23) im Abschnitt 2.3 berechnet:
Ω=
√
1+η2−2η
√
1 + τ2δω2[1 − η]2
τ[1 − η] (137)
und die Funktion h(t), wurde schon in Gl. (53) im Abschnitt 2.3 angegeben:
h(t) =
2
pi
1∫
η
dx
sin(x δω t)
√
x2 − η2
x2[1 − η] + 1 + η
τ2 δω2
− 2η
τ δω
√
1 − x2
(138)
+
2
pi
∞∫
1
dx
sin(x δω t)
[√
x2 − η2 + η
√
x2 − 1
]
x2[1 + η2] + 2η
[ √
[x2 − η2][x2 − 1] − η
]
1 + η
+
1 + η
τ2 δω2
.
Der Koeffizient α ha¨ngt nur vom Produkt τδω ab; diese Abha¨ngigkeit ist in Abb. 19 dar-
gestellt. Wenn die Singularita¨ten die Verzweigungslinien erreichen, wird α = 0 (siehe die
gepunktete Linie in Abb. 19). Fu¨r gro¨ßere Werte von τδω verlassen die Singularita¨ten das
Riemann-Blatt, in dem der Integrationsweg liegt, und bewegen sich auf dem zweiten Riemann-
Blatt entsprechend dem zweiten Vorzeichen der Quadratwurzel. Die Funktionen h(t/τ) bzw.
exp(−t/τ)h(t/τ) ha¨ngen ebenfalls nur vom Produkt τδω ab und zeigen einen monoton fallenden
Verlauf im Fast-Diffusion-Regime (schwarze Kurven in Abb. 20). Auf Grund der zwei Resi-
duen zeigt die Magnetisierung ein biexponentielles Verhalten, das zu einer Sinushyperbolicus-
Funktion mit exponentiellem Zerfall zusammengefasst werden kann. In Analogie zu dem
geda¨mpften Oszillator entspricht dieser Fall dem Kriechfall. Die resultierende Magnetisierung
entsprechend Gl. (135) ist in Abb. 21 dargestellt (schwarze Kurve).
Critical-Regime: Wenn die Frequenz Ω den Wert Ω = 0 annimmt, fallen die beiden Singu-
larita¨ten im Koordinatenursprung zusammen (siehe Abb. 7). Aus Gl. (25) la¨sst sich erkennen,
dass dies eintritt, wenn
τ δω =
1 + η
2η
. (139)
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Abbildung 19: Abha¨ngigkeit des Koeffizienten α/(τ|Ω|) vom Diffusionsregime. Der Koeffizient α/(τ|Ω|) ist
nach Gl. (136) berechnet (rote Kurve). Im Critical-Regime (siehe Gl. (25)) strebt der Koeffizient gegen unend-
lich, analog dem Fall der kritischen Da¨mpfung beim geda¨mpften Oszillator. Der Absolutbetrag der Frequenz Ω
ergibt sich aus Gl. (23) (blaue Kurve). Im Fast-Diffusion-Regime (24) ist diese Frequenz rein reell und im Slow-
Diffusion-Regime (26) ist die Frequenz rein imagina¨r. Im Critical-Regime (25) verschwindet die Frequenz. Der
Abstand der Verzweigungslinien von der reellen Achse ist ηδω (gru¨ne Gerade). Die Kurven sind fu¨r das regionale
Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,2 ermittelt, d.h. das Critical-Regime liegt bei τδω = 3 (gestrichelte Linie) und die
Singularita¨ten erreichen die Verzweigungslinien bei τδω = 6,12 (gepunktete Linie).
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Abbildung 20: Abha¨ngigkeit der Funktionen h(t/τ) (obere Abbildung) bzw. exp(−t/τ)h(t/τ) (untere Abbil-
dung) von der normalisierten Zeit nach Gl. (138) fu¨r ein regionales Blutvolumenverha¨ltnis von η = 0,2. Wenn die
Bedingung 0 < τδω < 3 erfu¨llt ist (siehe Gl. (134)), liegt das Fast-Diffusion-Regime zu Grunde (schwarze Kurve)
und die Funktion fa¨llt monoton. Im Critical-Regime (τδω = 3, Gl. (139)) sind noch keine Oszillationen sichtbar
(rote Kurve). Im Slow-Diffusion-Regime (3 < τδω < 6,12, siehe Gl. (141)) und im Strong-Dephasing-Regime
(6,12 ≤ τδω < ∞, siehe Gl. (143)) treten die typischen Oszillationen auf (blaue und gru¨ne Kurve).
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Abbildung 21: Magnetisierungs-Zeit-Verlauf fu¨r ein regionales Blutvolumenverha¨ltnis von η = 0,2. Im Fast-
Diffusion-Regime (0 < τδω < 3) fa¨llt die Magnetisierung entsprechend Gl. (135) monoton. Die Magnetisierung
im Critical-Regime (τδω = 3) folgt aus Gl. (140). Im Slow-Diffusion-Regime (3 < τδω < 6,12) ist das oszil-
lierende Verhalten der Sinusfunktion in Gl. (142) erkennbar. Im Strong-Dephasing-Regime (6,12 ≤ τδω < ∞)
stimmt die gru¨ne Kurve in dieser Abbildung mit der gru¨nen Kurve in der unteren Abb. 20 u¨berein, da in diesem
Fall M(t) = e−t/τh(t) gilt. Fu¨r gro¨ßere Werte (τδω = 20) sind die charakteristischen Oszillationen klar erkennbar.
46
Das entsprechende Residuum des verbleibenden Pols zweiter Ordnung ist in Gl. (49) berech-
net. Die Integration um die Verzweigungslinien gleicht den oben genannten Fa¨llen. Demzufol-
ge kann die Magnetisierung in der Form
M(t) = e−
t
τ
[
[1 + η]2
1 + η2
t
τ
+ h(t)
]
(140)
geschrieben werden. Dieses Ergebnis kann auch erhalten werden, wenn die Bedingung (139)
in den Ausdruck (136) eingesetzt und der Sinushyperbolikus fu¨r kleine Argumente entwickelt
wird. In Analogie zum geda¨mpften Oszillator entspricht dieser Fall der kritischen Da¨mpfung.
In Abb. 21 ist der Magnetisierungs-Zeit-Verlauf im Critical-Regime dargestellt (rote Kurve).
Fu¨r gro¨ßere Werte τδω zeigt die Magnetisierung ein oszillierendes Verhalten, wie im na¨chsten
Abschnitt gezeigt wird.
Slow-Diffusion-Regime: Dieses Regime ist durch die Bedingung
1 + η
2η
< τ δω <
1
η
√
1 + η
1 − η (141)
charakterisiert. Die Dephasierung geschieht schnell genug, um ein effektives Mitteln der Re-
sonanzfrequenzen auf Grund der Diffusion zu verhindern. Wa¨hrend der Dephasierung besucht
die Trajektorie des diffundierenden Spins nicht so viele Resonanzfrequenzen wie im Fast-
Diffusion-Regime. Dies fu¨hrt zu einem schnelleren Abfall der Magnetisierung (siehe rechtes
oberes Schema in Abb. 18).
Entsprechend Gl. (26) nimmt im Slow-Diffusion-Regime die Frequenz Ω rein imagina¨re
Werte Ω = i|Ω| an. Die Singularita¨ten bewegen sich auf der imagina¨ren Achse (siehe Abb.
7). In diesem Fall ko¨nnen die Residuen zu einer Sinusfunktion kombiniert werden und fu¨r die
Magnetisierung ergibt sich der Ausdruck
M(t) = e−
t
τ
[
α
τ|Ω|sin(|Ω|t) + h(t)
]
. (142)
Dieses Ergebnis kann auch aus Gl. (135) mit Ω = i|Ω| erhalten werden. In Analogie zum
geda¨mpften Oszillator entspricht dieser Fall der Unterda¨mpfung. Der entsprechende Zeitver-
lauf der Magnetisierung ist in Abb. 21 dargestellt (blaue Kurve). Ein minimaler oszillierender
Anteil ist erkennbar, da die Magnetisierung ab einer gewissen Zeit auch negative Werte an-
nimmt.
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Strong-Dephasing-Regime: Wenn die Frequenz Ω die Verzweigungslinien erreicht (Ω =
iηδω), tragen die Residuen nicht zum Integral (28) bei. Dies geschieht, wenn die Bedingung
1
η
√
1 + η
1 − η ≤ τ δω < ∞ (143)
erfu¨llt ist (siehe auch Bedingung (32)). Wie in Abb. 19 zu sehen ist, wird der Vorfaktor α = 0,
wenn die Bedingung (143) erfu¨llt ist. In diesem Fall tra¨gt nur das Integral um die Verzwei-
gungslinien zur Magnetisierung bei:
M(t) = e−
t
τh(t) . (144)
Der entsprechende Magnetisierungs-Zeit-Verlauf ist ebenfalls in Abb. 21 dargestellt (gru¨ne
Kurve). Das typische oszillierende Verhalten ist erkennbar. Im Strong-Dephasing-Regime ist
die Dephasierung hauptsa¨chlich durch die statische Frequenz δω bestimmt. Wa¨hrend des De-
phasierungsprozesses besucht die Trajektorie eines Spins nur einen kleinen Teil aller mo¨gli-
chen Resonanzfrequenzen und eine Diffusionsmittelung findet kaum statt. Das oszillierende
Verhalten der Magnetisierung ergibt sich aus der spezifischen Form der lokalen Resonanzfre-
quenz.
Static-Dephasing-Regime: Im Static-Dephasing-Grenzfall gibt es keine Diffusionseffekte
(D → 0), und dementsprechend folgt
τ δω → ∞ . (145)
Die signalgebenden Spins befinden sich immer an der gleichen Stelle und bewegen sich nicht.
Demzufolge gibt es keinen Mittelungseffekt auf Grund der Diffusion. Die Korrelationszeit τ
nach Gl. (2) strebt gegen unendlich (τ → ∞). Die Frequenz in Gl. (23) strebt gegen den
Grenzwert Ω → i∞ und die Singularita¨ten streben auf der imagina¨ren Achse gegen +Ω →
+i∞ und −Ω → −i∞. Ausgangspunkt fu¨r den Magnetisierungs-Zeit-Verlauf ist Gl. (144) des
Strong-Dephasing-Regimes. Im Grenzfall τ → ∞ wird der Vorfaktor zu e− tτ → 1. Fu¨hrt man
in der Funktion h(t) in Gl. (138) den Grenzu¨bergang τ δω → ∞ durch, ergibt sich letztlich fu¨r
den Magnetisierungs-Zeit-Verlauf im Static-Dephasing-Regime:
M(t) =
2
pi

1∫
η
dx
sin(x δω t)
√
x2 − η2
x2[1 − η] +
∞∫
1
dx
sin(x δω t)
[√
x2 − η2 + η
√
x2 − 1
]
[1 + η]
x2[1 + η2] + 2η
[√
[x2 − η2][x2 − 1] − η
]
 ,
(146)
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die mit dem in Gl. (15) angegebenen Magnetisierungs-Zeit-Verlauf u¨bereinstimmt. Des Weite-
ren stimmt der Magnetisierungs-Zeit-Verlauf im Static-Dephasing-Grenzfall mit den Ergebnis-
sen u¨berein, die sich aus der Frequenzverteilung um eine Kapillare ergeben [60]. Aus der Dar-
stellung der Magnetisierung nach Gl. (146) folgen auch leicht die Grenzfa¨lle η → 0: M(t) = 1
und η → 1: M(t) = J0(δωt), die mit den Ergebnissen des Static-Dephasing-Regimes in [60]
u¨bereinstimmen.
3.2 Analytische Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung
Die in Abschnitt 2.4 untersuchte Magnetisierung m(r, t) induziert in einer Spule, die sich auf
dem Brustkorb des Patienten befindet, eine Spannung, die letztlich gemessen wird. Allerdings
kann nur die gesamte Spannung, d.h. das Signal aus einem Voxel, experimentell ermittelt wer-
den. Messtechnisch zuga¨nglich ist also der Beitrag aller Spins entsprechend
S (t) =
∫
d2rm(r, t) , (147)
wobei u¨ber das gesamte Dephasierungsgebiet zu integrieren ist. Das Signal zum Zeitpunkt
t = 0 ist demnach S (0) = pim0[R
2 − R2C]. Mit der Darstellung (119) ergibt sich letztlich
S (t)
S (0)
=
∞∑
m=0
∞∑
n=1
dnme
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
(148)
mit den Koeffizienten dnm = ηNnmc
2
nm/[1−η], die sich mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten
cnm aus Gl. (124) und der Normierungskonstanten Nnm aus Gl. (105) in der Form
dnm =
2
η − 1
[
2ηA
(2m)
0
]2 [2s′1,km (λnm) − piqnm λnm√η s′1,km (λnm√η )]2
4η[λ2nm − k2m] − pi2λ2nmq2nm[λ2nm − ηk2m]
(149)
schreiben lassen, wobei fu¨r δωR2C/D ≤ p0 ≈ 2,93754 die dnm rein reell sind. Analog zu den
Eigenschaften der Entwicklungskoeffizienten zur Berechnung der Magnetisierung in Gl. (125)
gilt fu¨r die Entwicklungskoeffizienten zur Berechnung des Signals:
dn 2l+1 = d
∗
n 2l fu¨r δωR
2
C/D > pl . (150)
In Abb. 22 sind die Entwicklungskoeffizienten dnm dargestellt. Werden nun die Eigenschaften
der Entwicklungskoeffizienten (siehe Gl. (150)) bzw. der Eigenwerte (siehe Gl. (112)) beru¨ck-
sichtigt, so la¨sst sich schreiben:
S (t)
S (0)
=2
l∑
m=0
∞∑
n=1
[
Re(dn 2m)cos
(
Im(λ2n 2m)
t
τ
)
+ Im(dn 2m)sin
(
Im(λ2n 2m)
t
τ
)]
e
−t
[
Re(λ2
n 2m
) D
R2
C
+ 1
T2
]
+
∞∑
m=2l+2
∞∑
n=1
dnme
−t
[
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
]
fu¨r pl <
δωR2
C
D
< pl+1 . (151)
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Abbildung 22: Entwicklungskoeffizienten als Lo¨sung der Bestimmungsgleichung (149) fu¨r das regionale Blut-
volumenverha¨ltnis η = 0,1.
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Das Signal zum Zeitpunkt t = 0 fu¨hrt zu der Parseval-Relation
∞∑
m=0
∞∑
n=1
dnm = 1 , (152)
bzw.
2
l∑
m=0
∞∑
n=1
Re(dn 2m) +
∞∑
m=2l+2
∞∑
n=1
dnm = 1 fu¨r pl <
δωR2
C
D
< pl+1 , (153)
die zur Abscha¨tzung der numerischen Genauigkeit genutzt werden kann.
3.3 Vergleich der theoretischen mit den experimentellen Ergebnissen
Skelettmuskelgewebe: Der mit der Abschnitt 2.5 beschriebenen Sequenz gemessene Freie
Induktionszerfall ist in der gepunkteten Linie in Abb. 23 dargestellt. Ein monoexponentieller
Fit des gemessenen Signals in der Form S (t) = S (0)exp(−t/T ∗
2
) ergibt die Relaxationszeit T ∗
2
=
14,7ms±0,2ms. Die intrinsische Spin-Spin-Relaxationszeit im Voxel ergab sich durch das ex-
ponentielle Anfitten der Amplituden der acht aufgenommenen Echos zu T2 = 21,8ms±0,8ms.
Dem entsprechend ist der Beitrag der Dephasierung T
′
2 = 45,1ms±5,0ms. Die Kapillaren des
Skelettmuskels habe einen Durchmesser von 2RC = 8 µm und das regionale Blutvolumen-
verha¨ltnis betra¨gt η = 0,08 [10]. Der Diffusionskoeffizient betra¨gt D = 1 µm2/ms und demzu-
folge betra¨gt die Korrelationszeit nach Gl. (2) τ = 11ms. Mit diesen Werten erhalten wir aus
Gl. (12) die charakteristische Frequenz δω = 330 s−1. Da τδω = 3,63 und [1 + η]/[2η] = 6,75
ist das Fast-Diffusion-Regime das zu Grunde liegende Diffusionsregime (siehe Gl. (134)). Die
Magnetisierung, die auf Grund der Spindephasierung durch den Suszeptibilita¨tsunterschied
zwischen der blutgefu¨llten Kapillare und dem umgebenden Gewebe entsteht, wurde in Gl.
(135) angegeben. Zusa¨tzlich ist noch die intrinsische Spin-Spin-Relaxation mit der Relaxa-
tionszeit T2 durch den Faktor e
−t/T2 zu beru¨cksichtigen. Das gesamte messbare Signal ergibt
sich somit in der Strong-Collision-Na¨herung zu
S (t)
S (0)
= e
−t
[
1
τ
+ 1
T2
] [
α
τΩ
sinh(Ωt) + h(t)
]
. (154)
In der gestrichelten Linie in Abb. 23 ist der Freie Induktionszerfall entsprechend der Strong-
Collision-Na¨herung dargestellt.
Mit den Parametern des Skelettmuskels (δω = 330 s−1, RC = 4 µm, D = 1 µm2/ms,
η = 0,08 und T2 = 21,8ms) ergibt sich fu¨r den Parameter δωR
2
C/D = 5,28. Wie aus Tabelle
1 hervorgeht, befindet man sich also zwischen dem erstem Verzweigungspunkt p0 und dem
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Abbildung 23: Messung im Skelettmuskel und Vergleich des gemessenen Freien Induktionszerfalls (gepunk-
tete Linie) mit der Strong-Collision-Na¨herung (gestrichelte Linie nach Gl. (154)) und dem analytischen Ergebnis
(durchgezogene Linie nach Gl. (151)) fu¨r die Parameter δω = 330 s−1, RC = 4 µm, η = 0,08, und D = 1 µm2/ms.
Die intrinsische Spin-Spin-Relaxationszeit ist T2 = 21,8ms.
t/ms 3,3 8,0 12,0 20,0 30,0
S (t)/S (0) 0,9226 0,8109 0,7093 0,5570 0,3962
Tabelle 2: Gradientenechozeiten und gemessene Signale. Fu¨r einen monoexponentiellen Abfall der Form
S (t)/S (0) = exp(−t/T ∗
2
) ergibt sich damit die transversale Relaxationszeit zu T ∗
2
= 32,0ms.
zweiten Verzweigungspunkt p1, also p0 < δωR
2
C
/D < p1. Der analytisch ermittelte Signal-
Zeit-Verlauf entsprechend Gl. (151) ist in der durchgezogenen Linie in Abb. 23 dargestellt.
Herzmuskelgewebe: Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, wird das Signal zu verschiedenen
Echozeiten aus einem Areal im Septum interventriculare (siehe Abb. 17) gemessen. In Tabelle
2 sind die Echozeiten und die gemessenen Signale dargestellt. Im Myokard haben die Kapil-
laren einen Radius von RC = 2,75 µm und der Diffusionskoeffizient betra¨gt D = 1 µm
2/ms.
Mit dem regionalen Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,084 ergibt sich nach Gl. (2) die Korrelati-
onszeit im Myokard zu τ = 5,1ms. Die Dephasierung der Spins wird, wie in Abschnitt 2.2
beschrieben, durch die charakteristische Frequenz δω = 151 s−1 verursacht. Damit ergibt sich
fu¨r das Produkt τδω = 0,77. Mit dem regionalen Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,084, ergibt sich
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Abbildung 24:Messung im Herzmuskel und Vergleich mit analytischer Lo¨sung und Na¨herung. Die Messwerte
wurden, wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, aus dem rot markierten Areal in Abb. 17 gewonnen und sind in Tabelle
2 zu finden. Die analytische Lo¨sung basierend auf der Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung wurde aus Gl. (148)
erhalten. Der Signal-Zeit-Verlauf in der Strong-Collision-Na¨herung folgt aus Gl. (154).
der obere Grenzwert des Fast-Diffusion-Regimes zu [1 + η]/[2η] = 6,45. Entsprechend der
Bedingung (134) liegt im Myokard also das Fast-Diffusion-Regime zu Grunde und das Signal
la¨sst sich wie im Skelettmuskel in der Strong-Collision-Na¨herung durch Gl. (154) beschreiben,
wobei die intrinsische Spin-Spin-Relaxationszeit T2 = 57ms betra¨gt (siehe Abschnitt 2.5).
Um die gemessenen Werte mit der analytischen Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung zu
vergleichen, muss zuerst der Parameter δωR2C/D berechnet werden. Dieser ergibt sich mit obi-
gen Werten zu δωR2
C
/D = 1,14 und liegt damit vor dem ersten Verzweigungspunkt (siehe
Tabelle 1). Demzufolge la¨sst sich das Signal entsprechend Gl. (148) darstellen.
In Abb. 24 werden dieMesswerte mit der analytischen Lo¨sung der Bloch-Torrey-Gleichung
und mit der Strong-Collision-Na¨herung verglichen. Es ist zu erkennen, dass der experimen-
tell ermittelte Signal-Zeit-Verlauf insbesondere fu¨r kleine Echozeiten gut mit der analytischen
Na¨herung u¨bereinstimmt. Fu¨r gro¨ßere Echozeiten liegt die analytische Lo¨sung auch na¨her an
den experimentellen Werten als die Strong-Collision-Na¨herung.
Fu¨r die klinische Praxis ist die Relaxationszeit T ∗
2
eine wichtige Gro¨ße, die sich aber nur fu¨r
einen exponentiellen Abfall des Signals in der Form S (t)/S (0) = exp(−t/T ∗2) angeben la¨sst. Je-
doch kann dem Signal-Zeit-Verlauf nach Gl. (148) entsprechend der Mean-Relaxation-Time-
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Na¨herung [6] die Relaxationszeit T ∗
2
=
∫ ∞
0
dtS (t)/S (0) zugeordnet werden. Da im Myokard
die Entwicklungskoeffizienten dnm rein reell sind, folgt aus Gl. (148) fu¨r die Relaxationszeit:
T ∗2 =
∞∑
m=0
∞∑
n=1
dnm
λ2nm
D
R2
C
+ 1
T2
. (155)
Damit ergibt sich mit den typischen Parametern des Myokards eine Relaxationszeit von T ∗
2
=
42,8ms. Dies stimmt im Rahmen der Messgenauigkeit mit der durch die Gradientenechose-
quenz gemessenen Relaxationszeit T ∗
2
= 32,0ms u¨berein (siehe Tabelle 2). Den gro¨ßten Bei-
trag liefert der Eigenwert λ10. Beru¨cksichtigt man in Gl. (155) nur diesen Eigenwert im Nenner,
erha¨lt man mit Hilfe der Parseval-Relation (152) den Ausdruck 1/T ∗2 ≈ 1/T2+λ210D/R2C, wobei
λ10 aus Gl. (114) und k0 aus Gl. (72) folgt. Damit ergibt sich T
∗
2
≈ 44,6ms. Da imMyokard der
Entwicklungskoeffizient d10 den gro¨ßten Beitrag liefert, kann er durch d10 ≈ 1 approximiert
werden. Im Myokard betra¨gt der Radius einer Kapillare etwa RC = 2,75 µm und damit ergibt
sich aus dem regionalen Blutvolumenverha¨ltnis η = 0,084 der Radius des Dephasierungszy-
linders zu R = 9,49 µm. Der Diffusionskoeffizienten betra¨gt etwa D = 1 µm2/ms und der
Frequenzshift betra¨gt etwa δω = 151 s−1. Damit ergibt sich fu¨r das Produkt R2
C
δω/D = 1,14.
Fu¨r diesen Wert verschwindet der Imagina¨rteil aller Eigenwerte km, und damit bleibt auch der
Index der Besselfunktionen reell.
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4 Diskussion
Die Dephasierung der signalgebenden Spins im lokalen inhomogenenMagnetfeld einer Kapil-
lare des Myokards wurde mit verschiedenen Methoden untersucht. Als Gewebemodell fu¨r das
Myokard diente das Kroghsche Kapillarmodell, das sich auf die Betrachtung einer Kapillare,
die von einem Gewebezylinder umgeben wird, beschra¨nkt.
Verschiedene Faktoren beeinflussen das bildgebende MR-Signal, das im Experiment ge-
messen werden kann. Die Diffusion der Wassermoleku¨le um die Kapillare wird durch den
Diffusionskoeffizienten D beschrieben. Kapillarradius RC und regionales Blutvolumenverha¨lt-
nis η charakterisieren als Mikrozirkulationsparameter die Architektur des Myokards.
Die Diffusion der Wassermoleku¨le, die die Kapillare umgeben, kann im Sinne der Brown-
schen Molekularbewegung als stochastischer Prozess aufgefasst werden. Mikroskopisch be-
trachtet bewegt sich ein spintragendes Wassermoleku¨l geradlinig, bis es mit einem anderen
Wassermoleku¨l zusammensto¨ßt. Die Strong-Collision-Na¨herung zur Beschreibung der De-
phasierung ersetzt das urspru¨ngliche Modell des Diffusionsprozesses durch ein einfacheres
Modell eines stochastischen Prozesses. Mit Hilfe dieser Na¨herung konnte in der Arbeit [6] ein
Zusammenhang zwischen den Parametern des Myokards und der Laplace-Transformierten der
Magnetisierung Mˆ(s) hergestellt werden (siehe Gl. (11)). In Abschnitt 2.3 wurde die Mo¨glich-
keit aufgezeigt, die urspru¨ngliche Magnetisierung M(t) direkt zu untersuchen. Es stellte sich
heraus, dass sich in der Strong-Collision-Na¨herung die Magnetisierung um eine Kapillare ana-
log zum Schwingungsverhalten eines geda¨mpften harmonischen Oszillators verha¨lt. Die ent-
scheidende Gro¨ße, die das zu Grunde liegende Diffusionsregime bestimmt, ist das Produkt aus
Korrelationszeit und Frequenzshift τδω. Im Fast-Diffusion-Regime hat die Diffusion einen
gro¨ßeren Einfluss als die Suszeptibilita¨tseffekte; dies entspricht dem Kriechfall des harmoni-
schen Oszillators und die Magnetisierung fa¨llt monoton, aber nicht monoexponentiell. Das
Slow-Diffusion-Regime und das Strong-Dephasing-Regime zeigen analog dem Schwingfall
des geda¨mpften Oszillators ein oszillierendes Verhalten. In diesen Regimen mit Oszillations-
verhalten u¨berwiegen die Dephasierungseffekte auf Grund der magnetischen Eigenschaften
des Blutes, wa¨hrend die Diffusionseffekte einen geringeren Einfluss haben. Analog zum aperi-
odischen Grenzfall beim geda¨mpften Oszillator trennt das Critical-Regime zwischen den u¨ber-
wiegend oszillierenden Signalen und den u¨berwiegend monoton fallenden Signalen.
Allgemein la¨sst sich die Magnetisierung M(t) als Fourier-Transformierte der Frequenzver-
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teilung p(ω) ausdru¨cken:
M(t) =
∫ +∞
−∞
dω p(ω) eiω t . (156)
In fru¨heren Arbeiten wurde der Einfluss der Diffusion auf die Frequenzverteilung unter Benut-
zung der Strong-Collision-Na¨herung untersucht [7]. Die Frequenzverteilung um eine Kapillare
kann auch durch die Parameter des Myokards (regionales Blutvolumenverha¨ltnis η, Korrelati-
onszeit τ und Frequenzshift δω) ausgedru¨ckt werden:
p(ω) =
τ
pi
Re
√
1 +
[
ητδω
1+iτω
]2 − η√1 + [ τδω
1+iτω
]2
[1 − η][1 + iτω] −
√
1 +
[
ητδω
1+iτω
]2
+ η
√
1 +
[
τδω
1+iτω
]2 .
Wie erwartet stimmt der Magnetisierungs-Zeit-Verlauf, der unter Verwendung der Frequenz-
verteilung gewonnen wurde, exakt mit dem in dieser Arbeit erhaltenen Signal-Zeit-Verlauf
in der Strong-Collision-Na¨herung u¨berein. Abha¨ngig vom Parameter τδω vera¨ndert sich die
Form der Frequenzverteilung qualitativ. Fu¨r kleine Werte τδω (dies entspricht einem großen
Diffusionskoeffizienten) besitzt die Frequenzverteilung nur einen einzigen Peak, wa¨hrend im
entgegengesetzten Grenzfall großer Werte τδω zwei separate Peaks entstehen (siehe Abb. 4
in [7]). Diese zwei Peaks in der Frequenzverteilung fu¨hren zu einem Schwebungsverhalten
der Magnetisierung, wa¨hrend ein einziger Peak einem monotonen Abfall entspricht. Mit den
Ergebnissen dieser Arbeit ist es nun mo¨glich vorherzusagen, ob die Magnetisierung mono-
ton abfa¨llt oder ein oszillierendes Verhalten aufweist. Aus diesem Grunde wurden in dieser
Arbeit Wertebereiche fu¨r den Parameter τδω angegeben, wodurch die Einteilung in verschie-
dene Diffusionsregimemit charakteristischenMagnetisierungs-Zeit-Verla¨ufen mo¨glich wurde.
Besonders bei Untersuchungen in starken Magnetfeldern ist das oszillierende Verhalten inter-
essant, da die Verwendung einer einfachen Relaxationszeit einen monoexponentiellen Abfall
voraussetzt. Demzufolge kann das oszillierende Verhalten zu signifikanten Abweichungen bei
der Bestimmung der Relaxationszeit fu¨hren.
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5 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde der Zusammenhang zwischen den Parametern der Mikrostruktur des
Myokards und der Spindephasierung, die zur Entstehung des MR-Signals aus dem Myokard
beitra¨gt, hergestellt. Zur Beschreibung der Mikrostruktur des Myokards wurde das Kroghsche
Kapillarmodell genutzt. In diesem Modell wird das Myokard auf eine einzige Kapillare re-
duziert, die von einem konzentrischen Gewebszylinder umgeben ist. In dem betrachteten Ge-
webszylinder findet die Dephasierung der signalgebenden Protonen statt. Mathematisch wird
die Dephasierung durch die Bloch-Torrey-Gleichung beschrieben – eine parabolische Diffe-
renzialgleichung zweiter Ordnung. Die Dephasierung konnte auf zwei verschieden Wegen
analysiert werden: durch die Strong-Collision-Na¨herung und durch die analytische Lo¨sung
der Bloch-Torrey-Gleichung mittels eines Separationsansatzes.
Die Strong-Collision-Na¨herung zur Beschreibung der Dephasierung im Myokard wurde
zuerst von Bauer et al. untersucht [6], wobei ein Zusammenhang zwischen der Mikrostruktur
des Myokards und der Relaxationszeit T ∗2 gefunden wurde. Die Angabe solch einer Relaxati-
onszeit setzt aber voraus, dass das Signal aus dem Gewebszylinder exponentiell in der Form
∝ e−t/T ∗2 abfa¨llt. Da diese exponentielle Abnahme der Signalsta¨rke jedoch nicht a priori vor-
ausgesetzt werden kann, wurde in dieser Arbeit der genaue Signal-Zeit-Verlauf untersucht.
Es stellte sich heraus, dass das Signal aus dem Gewebszylinder nicht rein monoexponentiell
abfa¨llt, sondern mit einer hyperbolischen Sinusfunktion moduliert ist. In Analogie zu Kriech-
fall, Schwingfall und aperiodischen Grenzfall des geda¨mpften harmonischen Oszillators ist
es mo¨glich, beim Magnetisierungszerfall um eine Kapillare verschiedene Diffusionsregime
zu unterscheiden. Durch Analyse der inversen Laplace-Transformierten des Magnetisierungs-
Zeit-Verlaufs konnten Kriterien fu¨r die Einteilung in das jeweilige Diffusionsregime gege-
ben werden. Auf Grund der typischen Mikrostrukturparameter la¨sst sich die Dephasierung im
Myokard dem Fast-Diffusion-Regime zuordnen.
Im Gegensatz zur Strong-Collision-Na¨herung, die den urspru¨nglichen Diffusionsprozess
um die Kapillare durch einen anderen stochastischen Prozess ersetzt, ist es allerdings auch
mo¨glich, die urspru¨ngliche Bloch-Torrey-Gleichung exakt zu lo¨sen. In Analogie zur Quanten-
theorie des Wasserstoffatoms ist es mo¨glich, durch einen Separationsansatz Eigenfunktionen
zu finden, die dann zu einer Gesamtlo¨sung kombiniert werden ko¨nnen. Mit dieser Lo¨sung kann
beschrieben werden, wie groß die Magnetisierung an einer bestimmten Position im Gewebs-
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zylinder zu einer bestimmten Zeit nach dem Anregungspuls ist. Durch Integration u¨ber den
gesamten Gewebszylinder erha¨lt man eine Aussage u¨ber das experimentell messbare Signal.
Zur experimentellen Besta¨tigung wurde der Signal-Zeit-Verlauf aus dem Myokard auf-
genommen und mit den analytischen Ergebnissen der beiden Methoden verglichen. Wie zu
erwarten, stimmen die experimentellen Werte besser mit der analytischen Lo¨sung der Bloch-
Torrey-Gleichung u¨berein als mit den Ergebnissen der Strong-Collision-Na¨herung.
Im Gegensatz zu bisherigen Untersuchungen kann nicht nur das gesamte MR-Signal ei-
nes Gradienten-Echos analysiert werden, sondern die ortsaufgelo¨ste Magnetisierung die um
eine Kapillare innerhalb des Versorgungszylinders herrscht. Dies ermo¨glicht es, auch andere
Sequenzen, wie z.B. die Spin-Echo-Sequenz zu analysieren.
Das in Abschnitt 2.1 beschriebene regionale Blutvolumenverha¨ltnis ist durch bereits eta-
blierte Messverfahren bestimmbar. Mit den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden ist nun
auch der Zusammenhang zwischen Kapillarradius und gemessener Relaxationszeit bzw. Frei-
en Induktionszerfall bekannt. Dies ermo¨glicht es, die A¨nderung der Kapillardichte im Myo-
kard zu ermitteln und daraus auf den Grad der Mikrozirkulationsversorgung zu schließen. So
kann beispielsweise quantifiziert werden, wie sich die Mikrozirkulation in physiologischen
und pathologischen Hypertrophiemodellen des Herzens unterscheiden.
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